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Vorliegende Arbeit wurde auf Veranlassung des 
Herrn Professor Dr. M.—Fr. Daniels an der Uni- 
versität Freiburg in der Schweiz ausgeführt. 

Es sei mir auch an dieser Stelle gestattet, mei- 
nem hochverehrten Lehrer, Herrn Professor Dr. M.— 
Fr. Daniels für seine liebenswürdige Anregung und 
Leitung dieser Arbeit meinen innigsten Dank aus- 
zusprechen. 


I. Einleitung. 3 


Die projektive Geometrie ist in der ersten Hälfte 
des vorigen Jahrhunderts entstanden. Die Forscher, 
denen die projektive Geometrie ihren Aufbau vor- 
nehmlich verdankt, sind Poncelet, Möbius, Jacob 
Steiner, Chasles, v. Staudt. 

Die Wissenschaft der projektiven Geometrie er- 
stand, als J. V. Poncelet seinen „Traite des proprie- 
tes projectives des figures“ !) veröffentlichte. 

Auf Grund der ersten Poncelet’schen Resultate 
und seiner Entdeckung der Reziprozität hat J. D. 
Gergonne die Dualität als allgemeines Grundgesetz 
formuliert. 2) Er legt diesem Gesetz axiomatischen 
Charakter bei, er weist aber doch darauf bin, dass 
seine Richtigkeit aus Poncelet’s Methode der rezi- 
proken Polaren folge. 

Eine Punktverwandtschaft benutzten schon I]. 
Newton 3) und Ph. de la Hire ) zur Ableitung der 
Sätze über Kurven zweiter Ordnung. Dem Begriff 
der Verwandtschaft hat aber erst A. F. Möbius eine 


1) Poncelet, Traite des proprietes projectives des figures, 
Paris 1822; zweite Auflage, Paris 1865/66. 

2) Gerg. Ann. 16 (1826), S. 209; 18 (1828), S. 149. 

s) Vol. dazu ©. Jouel, Nyt. Tydskr. f. Math. 2 (1891), S. 3. 

4) Sectiones conicae, 1685. 
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allgemeinere Bedeutung gegeben. Er definiert sie 
so, dass Punkten, die auf einer Geraden oder Ebene 
liegen, wieder Punkte entsprechen, die auf einer 
Geraden resp. Ebene liegen, und bezeichnet sie als 
Kollineation !). Möbius hat auch den Begriff des 
Doppelverhältnisses eingeführt 2). 

J. Steiner hat die Grundgebilde als Operations- 
mittel und auch die projektiven Erzeugungsmetho- 
den eingeführt 8). Er hat auch zuerst die projektive 
Beziehung zweier Grundgebilde erster Stufe einge- 
führt, und zwar durch Aufhebung der perspektiven 
Lage durch Verschiebung ?). Diese Definition stützt 
sich auf den Pappus’schen Satz und nennt demge- 
mäss zwei Grundgebilde erster Stufe projektiv bezo- 
gen, wenn die Elemente sich eineindeutig entsprechen 
und die Doppelverhältnisse entsprechender Elemente 
einander gleich sind 5). Eine Folge dieser Definition 
ist, dass zwischen den Abscissen entsprechender 
Punkte zweier projektiven Punktreihen eine bilineare 
Relation besteht. Diese bilineare Relation bildet 
die analytische Grundlage der projektiven Beziehung. 
Auch M. Chasles hat zur Definition Streckenrela- 
tionen benutzt 6%), die der bilinearen Relation äqui- 
valent sind ). M. Chasles hat später das Postulat 
aufgestellt, dass jede eineindeutige nicht transcendente. 


1) J. f. Math. 4 (1829), S. 101 (Ges. Werke 1, S. 447). 

2) Barycentr. Calcul, $ 180 ff.; vgl. auch J. f. Math. 4 (1829), 
S. 101; (Ges. Werke 1, S. 219 u. 447). 

®) Vgl. Syst. Entw. Vorrede (S. 235 d. ges. Werke). 

4) Syst. Entw. S 6. 

5) Vgl. auch A. F. Möbius, Barycentr. Calcul, $ 19. 

e) Apercu hist., S. 32; vgl. auch den Traite. 

”) Das Doppelverhältnis als Invariante der bilinearen Be- 
ziehung erkannte zuerst A. Cayley, Paris C. R. 41 (1855), S- 
1097 (Collect. Papers 2, S. 566). 
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Beziehung eine projektive sei!). M. Chasles hat 
auch den Begriff der Involution eingeführt 2). 

Eine Definition der projektiven Beziehung, die 
ganz unabhängig von dem Begriff des Masses ist, 
ist zuerst von K. G. C. von Staudt aufgestellt wor- 
den 3). v. Staudt hat sich das Problem gestellt, die 
ganze projektive Geometrie aufzubauen, ohne sich 
auf metrische Begriffe von Strecken und Winkeln 
zu stützen, also auch unabhänging von dem Begriff 
des Doppelverhältnisses. Er sagt im Vorwort zu 
seiner „Geometrie der Lage“: „Ich habe in dieser 
Schrift versucht die Geometrie der Lage zu einer 
selbstständigen Wissenschaft zu machen, welche des 
Messens nicht bedarf.“ Alle auf Massverhältnissen 
beruhende Eigenschaften der geometrischen Gebilde, 
z. B. diejenigen Eigenschaften der Kurven und 
Flächen zweiter Ordnung, welche auf Mittelpunkte, 
Achsen, Brennpunkte u. s. w. sich beziehen, unter- 
sucht v. Staudt in einem Anhang. 

Obwohl die projektive Geometrie als eine reine 
Geometrie entstanden ist, bietet doch die moderne 
Mathematik auch die Mittel zu einem analytischen 
Aufbau der projektiven Geometrie. Die analytische 
Methode, welche H. Grassmann #) bei Bearbeitung 
der projektiven Geometrie benutzt, weicht stark von 
den sonstigen analytischen Methoden ab und besitzt 
grosse Vorzüge. 

Das Erscheinen des Werkes „Projektive Geome- 
trie der Ebene“ von H. Grassmann (Leipzig und 


ı) Paris ©. R. 41 (1855), S. 1097. 

2) Apercu hist. Note 10, S. 334. 

8) v. Staudt, Geom. d. Lage, Nürnberg (1847), S. 49. 

4) H. Grassmann, Proj. Geom. d. Eb., Leipzig und Berlin 
(1909). ; 
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Berlin, 1909) veranlasste meinen Lehrer Herrn Prof. 
Dr. M.—Fr. Daniels mich zu der vorliegenden Arbeit 
anzuregen. Grundlagen der projektiven Geometrie der 
Kugelfläche hat Prof. Dr. M.—Fr. Daniels in seinem 
Werk „Essai de geometrie spherique en coordonnees 
projectives“ (Fribourg, 1907) gegeben. 

Bei Vollendung meiner Arbeit diente mir haupt- 
sächlich das zitierte Werk von H. Grassmann als 
Hilfsbuch. 

Für weitere Litteraturangaben sei verwiesen auf 
den eingehenden Artikel von A. Schoenflies in Bd. 
III Heft 3 der Encyclopädie der Mathematischen 
Wissenschaften, dem auch ein Teil der vorgehenden 
Angaben entnommen ist. 


ll. 


8 1. Liegen vier Punkte 
r; (i=1, 2, 8, 4) in einer 
(sphärischen) Geraden, so 
nennt man den Doppel- 
bruch 


Vritz 


Vr Ta 
Vr; Ta 


Vr Y2 | 


das Doppelverhältnis der 


Das Doppelverhältnis. ') 


Gehen vier (sphärische) 
Gerade I; i=1, 2, 3, -4) 
durch einen Punkt hin- 
durch, so nennt man den 
Doppelbruch 
Vlilz 


Vlgle 


Vhl 
Vfil 


das Doppelverhältnis der 


(Geraden I; und \k in Be- 
zug auf die Geraden Iı 
und lg; man bezeichnet es 
mit (Iılslslı). 3 


Punkte rt; und r, in Bezug 
auf die Punkte rı und ts; 
man bezeichnet es mit 
(Yıtarata). 


Das Doppelverhältnis ist eine unbenannte Zahl. 

Wegen der vollkommenen Analogie, welche zwi- 
schen den Doppelverhältnissen der vier Punkte und 
der vier Geraden herrscht, werden wir nur die Ei- 
genschaften des Doppelverhältnisses der vier Punkte 
studieren und dann die gefundenen Resultate direkt 
auf das Doppelverhältnis der vier Geraden dualis- 
tisch übertragen. 


ı) ‘Vgl. H. Grassmann, Proj. Geom. d. Eb., Leipzig 
und Berlin (1909), S. 49. 

2) Für die hier benutzte Darstellung von Kugelpunkten 
und Kugelgeraden durch Vektoren siehe M.— Fr. Daniels, 
Essai de geom. sph. Fribourg (1907) S. 13. 


82. Es ist 
stılals)e Aber, — A = (Tılalaty 
Vrr Vrzr, Vrata Vrata Ge 
also 
(1). (retırtars) = (Yıfatata). 


Ganz ähnlich können wir beweisen, dass 
(2). (Tsratıra) = (tı Yarzta) 


ist. Wenden wir jetzt (2) auf die linke Seite von 
(1) an, so bekommen wir 


(Yitstatı) = (retırfarz) — (Tıratsta). 


Eine weitere Wiederholung der beiden Umfor- 
mungen (1) und (2) führt auf die alten Formen des 
Doppelverhältnisses zurück. 2 

Wir haben also bekommen 


(rıtetstsı) = (tatılarz) = (Isyyfıra) = (Yursteth), 


worin der Satz liegt: 

Satz 1: Das Doppelverhältnis der vier Elemente 
ändert seinen Wert nicht, wenn man die Elemente 
irgend zweier Elementenpaare gleichzeitig miteinan- 
der vertauscht. 

& 3. Das Doppelverhältnis der vier Elemente 
hängt nicht von den Grössen seiner Vektoren ab; denn 
‘seien etwa a; die Grössen der Vektoren r; und 
v’; seine Einheitsvektoren, so ist 


( ) Vrrs _ Vrira Var'asv's , Var 1414 
YılaBuah se 0s Sn u — 
Vrarz Vor, Vast’3agt’a " Vaur’ 4a2T' 3 
Vrır’z Vrırı 
> EN = — (Yır'ar'ars). 
Vılrs ZVruRs 


EN EN DEE 


Daraus folgt auch, dass das Doppelverhältnis 
seinen Wert nicht ändert, wenn man einige von den 
Punkten r; durch die diametral gegenüberliegenden 
ersetzt, denn dafür braucht man nur einige von 
a; durch—a; zu ersetzen. (Wenn es sich,um das Doppel- 
verhältnis der vier Geraden handelt, so darf man, 
ohne den Wert des Doppelverhältnisses zu ändern, 
den Umlaufssinn einiger der Geraden ändern‘. 

S 4. Den vier Elementen können wir 4! = 24 
verschiedene Reihenfolgen geben, es gibt also 24 
Doppelverhältnisse von vier Elementen. Wir können 
aber diese 24 Doppelverhältnisse in sechs Gruppen 
spalten derart, dass die Doppelverhältnisse einer 
jeden Gruppe einander- gleich sind (Satz 1): 

Wir wollen jetzt die Beziehungen, die zwischen 
den einzelnen Gruppen bestehen, suchen. Diese Be- 
ziehungen ergeben -sich aus den zwei nunmehr zu 
entwickelnden Sätzen, von denen der erste lautet: 

Satz 2: Das Doppelverhältnis der vier Elemente 
geht in seinen reziproken Wert über, wenn man die 
beiden ersten oder die beiden letzten Elemente für 
sich vertauscht. 

Wir wollen zuerst den zweiten Fall betrachten, 
also den Fall, wenn die beiden letzten Elemente 
miteinander vertauscht werden. Es ist 


Vrita : Vrirz Y Vritz - Vr el l 
Vrars ° Vista "A\Vrsre  Vrurs/ (Nterstı) 
Dieser Fall ist also schon bewiesen. Aus der 
letzten Gleichung folgt aber nach dem Satze 1 
1 
wer 
(tı YaTl3a t4) 


(ratur) 


(ttıratı) = 


womit auch für den ersten Fall der Beweis gelie- 
fert ist. 
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Jetzt wollen wir die Beziehung zwischen den 
Doppelverhältnissen der zwei Systeme von vier Ele- 
menten suchen, welche auseinander durch die Ver- 
tauschung des zweiten und dritten oder des ersten 
und vierten Elementes hervorgehen. 

Weil die Punkte r; der Voraussetzung nach in 
einer Geraden liegen, so können wir den Vektor tı 
in der Form 


n=znng-+tnn 


darstellen. Multiplizieren wir diese Gleichung vek- 
toriell zuerst rechts mit 13 und dann links mit rs, so 
bekommen wir die Gleichungen 


Vrirz z=iM Vrarz und Vratı ee 9 Vrars, 


woraus folgt 


Vhirs 1 Vrarti 
m= - und n =: 
Vrerz Vratz 
also 
Vritz Vrer, 
U. as r., >13. 


—- 
Varos Vratrz 


Multiplizieren wir diese Gleichung vektoriell rechts 
mit r,, so bekommen wir 


v Vrirz v Vrari v 
ru 5 Ysr Y3ta 
1 Vratz & + Vrarz ß 
woraus folgt 

Vritz s Vrira Vrita a Vrır 


e ZT; ® et) 1 
Vrzt Vrura Vrrr3 Vrr 


oder 
(rretsta) + (ttsrst) = 1 


oder (Satz 1) 


(tıtatstd) + (tatatstı) = 1. 
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Nennt man daher zwei Doppelverhältnisse, deren 
Zahlenwerte sich zur Einheit ergänzen, zueinander 
komplementär, so kann man die beiden letzten 
Gleichungen in dem Satze zusammenfassen: 

Satz 3: Die Doppelverhältnisse zweier Systeme 
von vier Elementen, die auseinander durch die Ver- 
tauschung des zweiten und dritten oder des ersten 
und vierten Elementes hervorgehen, sind zueinander 
komplementär. 

Jetzt können wir den Zusammenhang, der zwi- 
schen den sechs Gruppen von gleichen Doppelver- 
hältnissen besteht, angeben. Wir können nämlich 
alle Doppelverhältnisse abhängig von (tırarztı) = 6 
‚ausdrücken. Wollen wir etwa (tırsrars) in solcher 
Weise ausdrücken, so bekommen wir, weil 


(nsen)=1—0° 


ist (Satz 3), (Satz 2) 
1 


(YıYatata = rer 
a ge 


85. Wir wollen jetzt sehen, was für eine geo- 
metrische Bedeutung das Doppelverhältnis der vier 
Punkte resp. Geraden hat. 

Wenn wir die Bogen, welche gleiche Richtungen 
besitzen, mit gleichen Zeichen, und diejenigen, die 
entgegengesetzte Richtungen besitzen, mit verschie- 
denen Zeichen annehmen, so können wir schreiben 


Vrirz 4,43 sin (Tıra) aı sin (TıTa) 
Er = Tr ER TARRER, 
Vrara 433 sin (Tate) Aa sin (Tata) 
ebenso 
Vrirs 4a sin (tıra) 


Vratane a; sın (Tate) 


ee 
woraus sich durch Division ergibt 


| sin (tıts) , sin (tıra), 
ink sin (Tst2) sin (rate) 

Ganz ähnlich für die Geraden 
sin (lıl;) , sin (hl), 
sın (I3la) ; sin (lıls) 


(hlllı) = 


Damit ist die geometrische Bedeutung des Dop- 
pelverhältnisses gefunden. 

S 6. Wenn das Doppelverhältnis gleich — 1 ist, 
so nennt man es harmonisch und sagt dann, dass 
das dritte und vierte Element in Bezug auf das erste 
und zweite harmonisch koniugiert ist. 


Da der reziproke Wert von — 1 wieder gleich 
— 1 ist, so können wir mit Rücksicht auf den Satz 
2 sagen: | | 


Satz 4: Vier harmonische Elemente bleiben har- 
monisch, wenn man die beiden ersten oder die bei- 
den letzten Elemente miteinander vertauscht. 

8 7. Weil die Punkte nz ( =1, 2, 3, 4) der 
Voraussetzung nach in einer Geraden liegen, so kann 
man immer zwei Zahlen & und h so wählen, dass 


mi =th+gn und mu=n-hr, 


sein wird. Weil aber das Doppelverhältnis der vier 
Punkte von den Grössen seiner Vektoren unabhängig 
ist (8 3), so ist 

Vu (in +g rt) , Vri [5 —h t3) 
— Va+gr)s Vn+hr)tr 


(TıYatara) 


oder 


8 


B). (tıratztı) a: ; 
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Wir können aber die Längen der Vektoren, 
welche die Punkte oder Geraden bestimmen, ganz 
beliebig wählen, wir können sie also so wählen, dass 


ER 
sein wird. Es sei dann 
mat, = Tı Eu k T2, 


so haben wir nach (3) 


(4). (Aırarstı) = % 

Die oberen Betrachtungen gelten natürlich nur 
dann, wenn die Punkte rı und r3 nicht zusammen- 
fallen und nicht diametral gegenüberliegen. 

S 8. Fallen zufälligerweise die Punkte rı und tz 
zusammen (oder liegen sie diametral gegenüber), so 
ist 
Vrrz ß Vrte, 

Vran Veran 


(Yırarzta) = 


Der Wert dieses Doppelverhältnisses ist gleich 1, 
wenn keiner der Punkte 13 und r3 mit rı zusammen- 
fällt; andernfalls ist er unbestimmt. 

Fallen die Punkte rı und ra nicht zusammen (und 
liegen sie nicht diametral gegenüber) und ist der 
Wert des Doppelverhältnisses gleich 1, so muss 


- 


Back = hiundezwar == 0.und == coo'sem, 
d. h. es ist notwendig und genügend, dass die Punkte 
Yr3 und 14 miteinander nicht aber gleichzeitig mit vi 
oder rz zusammenfallen. 
Satz 5: Das Doppelverhältnis der vier Elemente 
ist dann und nur dann gleich 1, wenn entweder das 
erste und zweite oder das dritte und vierte Element 


zusammenfallen (oder diametral gegenüberliegen), es 


er 


dürfen aber nicht drei oder alle vier Elemente mit- 
einander zusammenfallen, denn dann ist das Doppel- 
verhältnis unbestimmt. 
8 9. Angenommen, wir haben vier Punkte r; (i= 
1, 2, 3, 4) in einer Geraden und durch diese vier 
Punkte gehen vier Gerade I; (i=1, 2, 3, 4), die sich 
alle in einem Punkte r, schneiden. Es sei 
mYs = Tı En gi, mM = Tı 4 hits, 
ns =h + gale, nur 4 hals, 
dann ist nach 8 7 | 
LE ie... 
arte) en und (hlall,) = % 
Weil nun die Geraden I; durch die Punkte tr; hin- 
durchgehen, so, ist 
ar 0, Iar, =0, (I, + Sale) (tı + gırı) = 0, 
(+ hal) (un + ha) 0; 
die beiden letzten Gleichungen können wir mit 
Rücksicht auf die beiden ersten auch so schreiben: 


gılıta = — galstı und hl = — haları, 
woraus sich ergibt 
En 
hı ha 


oder 
(Yılatzty) = (Iılalslı). 

Satz 6: Satz von Pappus: Schneiden sich vier Ge- 
rade I; id =1, 2, 3, 4), die durch vier in einer Geraden 
liegende Punkte 1; (i =1, 2, 3, 4) hindurchgehen, in 
einem und demselben Punkte, so ist 


(hlalsla) = (tıtetstı). ?) 


ı) Vgl. M.—Fr. Daniels, Essai de geom. sph. en coord. 
proj., Fribourg (1907), S. 39. 
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II. 
| erster 
S 10. Die Gesamtheit 
aller Punkte einer Gera- 
den nennt man eine ge- 


rade Punktreihe oder eine 


Perspektive und projektive Grundgebilde 


Stufe. 
Die Gesamtheit aller 
Geraden (Strahlen), die 


durch einen Punkt gehen, 
nennt man einen geraden 
Strahlenbüschel oder einen 
Strahlenbüschelerster Ord- 


Punktreihe erster Ord- £ 
nung, jenen Punkt das 
nung, jene Gerade den | Zentrum des Strahlenbü- 
Träger der Punktreihe, | schels, die einzelnen Gera- 
die einzelnen Punkte der a ge oe 
Busle lenbüschels seine Ele- 
Punktreihe ihre Elemente. | mente. 
Wir betrachten die dia-, Wir betrachten die in 
metral gegenüberliegen- en en Ye 


Richtungen durchlaufenen 
Geraden (Strahlen) des 
Strahlenbüschels als nıcht 
voneinander wesentlich 
verschieden. 


den Punkte der Punktreihe 
als nicht voneinander we- 


sentlich verschieden. 


% 


Die Punktreihen und Strahlenbüschel erster Ord- 
nung sind die Grundgebilde erster Stufe der projek- 
tiven Geometrie der Kugelfläche. 

Definition: Zwei Grundgebilde erster Stufe heis- 
sen perspektiv, wenn eine eindeutige Beziehung 
ihrer Elemente hergestellt wird entweder dadurch, 
dass jedes Element des einen Grundgebildes das 
entsprechende Element des anderen Grundgebildes 
enthält, oder dadurch, dass je zwei entsprechende 
Elemente der beiden Grundgebilde ein und dasselbe 
Element eines dritten Grundgebildes enthalten. 

2 
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Es sind also eine Punktreihe und ein Strahlen- 
büschel aufeinander perspektiv bezogen, wenn die 
Punktreihe der Schnitt des Trägers mit dem Strahlen- 
büschel ist; es sind zwei Punktreihen aufeinander 
perspektiv bezogen, wenn sie die Schnitte ein und 
desselben Strahlenbüschels sind (das Zentrum dieses 
Strahlenbüschels nennt man Perspektivitätszentrum 
der beiden Punktreihen); es sind zwei Strahlen- 
büschel aufeinander perspektiv bezogen, wenn die 
Schnittpunkte der entsprechenden Strahlen eine 
Punktreihe bilden, d. h. in einer Geraden liegen 
(diese Gerade nennt man die Perspektivitätsachse 
der beiden Strahlenbüschel). 

Aus dem Satze von Pappus (Satz 6) und der 
Definition zweier perspektiven Grundgebilde erster 
Stufe folgt direkt der 

Satz 7: In zwei perspektiven Grundgebilden 
erster Stufe bilden irgend vier Elemente des einen 
Grundgebildes das gleiche Doppelverhältnis wie die 
ihnen entsprechenden Elemente des anderen Grund- 
gebildes. 

Wir können aber nicht diesen Satz umkehren 
d. h. wir können nicht sagen, dass zwei Grundge- 
bilde erster Stufe, bei welchen die Doppelverhält- 
nisse der entsprechenden Elemente einander gleich 
sind, perspektiv sind. Durch die Umkehrung dieses 
Satzes kommen wir zum Begriff der sg. projektiven 
Grundgebilde erster Stufe. 

Definition: Zwei Grundgebilde erster Stufe heis- 
sen projektiv aufeinander bezogen, wenn in einem 
von ihnen ein beliebiges Element mit den drei in 
ihm fest gegebenen Elementen dasselbe Doppelver-. 
hältnis besitzt, wie das entsprechende Element in 
dem anderen Grundgebilde mit den drei in ihm fest 
gegebenen Elementen. 


HOT 


8 11. Es seien die drei fest gegebenen Ele- 
mente im ersten Grundgebilde rı ,r2,13 und im zweiten 
Vt’a,t’s. Es sei weiter 


mY =hı u. & ta undenır ger, n- hr’. 
Nehmen wir nun in dem ersten Grundgebilde ein 
beliebiges Element 
eu + BırTs. 
Das ihm in dem zweiten Grundgebilde entspre- 
chende Element sei 
rı =rı+xra. 
Nach der Definition zweier projektiven Grund- 
gebilde erster Stufe muss es nun sein 


| (tırarata) = (rırrar'srs) 
oder (8 7) 
| g h 
nf ’ 
81 < 
woraus folgt 
hgı 
Nutze, 779 
8 


folglich ist 
Y Yı 4 hgı v’ . 
4 g 2 


Satz 8: Sind die drei fest gegebenen Elemente 
in jedem von zwei projektiven Grundgebilden erster 
Stufe bekannt, so können wir für ein beliebiges 
Element des einen Grundgebildes das entsprechende 
Element des anderen finden. 

S 12. Jetzt kommt die Frage, welche Rolle die 
drei in jedem der beiden projektiven Grundgebilde 
erster Stufe fest gegebenen Elemente spielen. 

Es ıst (8 7) 

(Yılatztı) — 0, (Nıtatstz) — 0 


NT 
und (Satz 5) 
(rtyrsts) — 1. 

Weil nun ebenso 
(Yır'varı) == 8; (vır’ar'zr’a) ==o0, (Yırar'sr’z) a; 
ist, so sind und vr; (=1, 2, NTrdrergraue 
entsprechender Elemente. 

Satz 9: Die sechs in den beiden projektiven 
Grundgebilden erster Stufe fest gegebenen Elemente 
bilden drei Paare entsprechender Elemente. 

Bilden diese fest gegebenen Elemente drei Paare 
gewöhnlicher zugeordneter Elemente oder spielen 
sie vielleicht noch eine besondere Rolle? Bevor wir 
diese Frage beantworten, beweisen wir den 

Satz 10: In zwei projektiven Grundgebilden erster 
Stufe bilden je vier Elemente des einen Grundge- 
bildes das gleiche Doppelverhältnis, wie die vier ent- 
sprechenden Elemente des anderen Grundgebildes'). 

Nehmen wir im ersten Grundgebilde vier belie- 
bige Elemente 

tı #- Si 713 ie], 2, 3, 4), 


so sind die vier entsprechenden Elemente des an- 
deren Grundgebildes ($ 11) 


hg; e 
ir vs i=1, 2 Se 


Es ıst nun 

V(u+giırs) (n+gs13) , V(n+gır,) (1, + are) 

V(n+gsts) m+gers) " V(n+tgars) (u+gar) 
_ ZB, gız8ı | 
ee 


\) Vgl. H. Grassmann, Proj. Geom. d. Eb., Leipzig und 
Berlin (1909), S. 61. 


Ba > 


. hg; .. . 
und wenn wir &; durch — ersetzen, so ändert sich 


die rechte Seite nicht, womit die Richtigkeit des 
Satzes 10 bestätigt ist. | 

Aus dem Satze 10 und der Definition der projek- 
tiven Grundgebilde erster Stufe folgt nun 

Satz 11: Als fest gegebene Elemente in zwei 
projektiven ‚Grundgebilden erster Stufe können wir 
drei beliebige Paare entsprechender Elemente be- 
trachten. 

Aus den Sätzen 11 und 8 folgt 

Satz 12: Drei Paare entsprechender Elemente 
zweier projektiven Grundgebilde erster Stufe be- 
stimmen die projektive Beziehung dieser Grundge- 
bilde !). 

Aus dem Satze 12 ergibt sich 

Satz 13: Zwei projektive Grundgebilde erster 
Stufe, deren drei Paare entsprechender Elemente zu- 
sammenfallen, fallen identisch zusammen ?). 

Balas Eseseien. dreis Paafe H, 14 (im 1, 2,8) 
entsprechender Elemente zweier projektiven Grund- 
gebilde erster Stufe gegeben. Weil die Längen der 
Vektoren, welche die Punkte oder die Geraden der 
Kugelfläche bestimmen, beliebig gross sind, so kön- 
nen wir die Längen der Vektoren t; und r’; so wählen, 
dass 

13 —h = ty Mur + vg 
sein wird. Nehmen wir nun in dem ersten Grund- 
gebilde ein beliebiges Element, etwa 


wien tkm 


1) Vgl. T. Reye, D. Geom. d. Lage, erste Abt., Leipzig 
(1899), S. 62. 

2) Vgl. T. Reye, D. Geom. d. Lage, erste Abt., Leipzig 
(1899), S. 58, 


BU 


Es ist dann (8 7) 
(ırarstz) — a5 \ 


Wenn wir nun das dem Elemente r, entsprechende 
Element 
Ne 
nennen, so ist 
1 


Een Aare, ;: 


1 
r’ Vs AN er, Feat: 
( ılarst 4) = % 


woraus folgt 
x xX, 


In dem Parameter k haben wir also ein Mittel 
für die analytische Zuordnung der beiden projekti- 
ven Grundgebilde. 

Satz 14: Sind drei Paare r;, r'; (i=1, 2,3) ent- 
sprechender Elemente zweier projektiven Grundge- 
bilde erster Stufe gegeben und wählt man die 
Längen der Vektoren so, dass | 


,=h+nundr = Hr + 


ist, so sind, wenn wir die beiden projektiven Grund- 
gebilde in der Form 


ı -knundrı +kr, 


darstellen, zwei Elemente, die den gleichen Para- 
meter k besitzen, die entsprechenden Elemente. 

Wir nennen in diesem Falle die Elemente rı und 
ta, t’ı und rt’ die Grundelemente, 13 und rs die 
Einheitselemente der beiden projektiven Grundge- 
bilde („Einheitselemente“, weil sie dem Werte 1 des 
Parameters k entsprechen). !) 


1) Vgl. H. Grassmann, Proj. Geom. d. Eb., Leipzig und 
Berlin (1909), S. 55 u. 60. | 


on 


& 14. Ändert sich k von — » bis o, so bewegt 
sich der Punkt n +kr von — r, bis rı und der 
Punkt vı 4 k va von — r’s bis r'ı; ändert sich k 
von o bis + ©, so bewegt sich der Punkt n+ kr, 
von tı bis ra und der Punkt vr; + k vr’, von r'ı bis rs. 

Satz 15: Durchläuft ein Element ein Grundge- 
bilde erster Stufe in einem bestimmten unveränder- 
lichen Sinne, sodass es nacheinander mit jedem 
Elemente des Gebildes zusammenfällt, so durchläuft 
das homologe Element ein projektiv zugeordnetes 
Grundgebilde erster Stufe in einem bestimmten Sinne, 
sodass es ebenfalls nacheinander mit jedem Ele- 
mente dieses Gebildes zusammenfällt ). 

S 15. Aus der Definition der projektiven Grund- 
gebilde erster Stufe und den Sätzen 11 und 7 folgt, 
dass zwei perspektive Grundgebilde erster Stufe 
projektiv sind. Perspektivität bildet ein Spezial- 
fall von der Projektivität, und wir werden bald 
sehen, unter welchen Umständen eine Projektivität 
Perspektivität ist. 

Angenommen, wir haben zwei ungleichnamige 
projektive Grundgebilde erster Stufe 


Tj +ky und Iı + kI.. 


Gibt es nun unter den Strahlen des Strahlen- 
büschels solche, welche durch die ihnen entsprechen- 
den Punkte der Punktreihe hindurchgehen ? 

Die Parameter k dieser Strahlen müssen der 
Gleichung 


(ı +kn) (ı kl) =o 
r'ı + Kk (nla + relı) + kKiula = 0 


oder 


1) Vgl. R. Böger, Eb. Geom. d. Lage. Leipzig (1900), S. 27. 


| 


genügen. Diese Gleichung ist in Bezug auf k vom 
zweiten Grade, folglich liefert sie zwei Werte für 
k, also gibt es zwei solche Strahlen, die durch die 
ihnen entsprechenden Punkte hindurchgehen; diese 
Elemente können auch imaginär sein, nämlich dann, 
wenn die Werte von k, welche wir aus der letzten 
Gleichung finden, imaginär (koniugiert komplex) 
sind. 

Das ist im allgemeinen, d. h. wenn nicht alle 
Koeffizienten in der letzten Gleichung null sind. 
Wenn aber alle Koeffizienten in der letzten Glei- 
chung null sind, so wird unsere Gleichung für alle 
Werte von k erfüllt, also gehen alle Strahlen durch 
die ihnen zugeordneten Punkte, d. h. die Grundge- 
bilde sind perspektiv. Die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür ist 


unh = d ph oo ud Hohe 


Die letzte dieser Gleichungen können wir mit 
Rücksicht auf die beiden ersten auch’ so schreiben 


(tı En ta) (I + 1,) — 0 oder t3l; —= 0. 


Die drei letzten Gleichungen sagen aus, dass die 
Strahlen I; (= 1, 2, 3) durch die ihnen zu 
neten Punkte hanadace chgehen. 

Satz 16: Bei zwei projektiven ungleich 
Grundgebilden erster Stufe gibt es immer zwei 
Strahlen (die auch imaginär sein können), die durch 
die ihnen zugeordneten Punkte hindurchgehen; gibt 
es drei solche reellen Strahlen, so sind dann und 
nur dann die Grundgebilde perspektiv !). 


ı) Vgl. T. Reye, D. ‚Geom. d. Lage, erste ‘Abt., ER 
(1899), S. 59. - 


ESS 


8 16. Die Parameter k solcher zugeordneten 
Punkte der projektiven Punktreihen erster Ordnung 


vn-+knrundvrı +-kr,, 


welche mit einem beliebigen Punkte ro in einer Ge- 
raden liegen, müssen der Gleichung 


; or +kr r, + krs] = o |!) 
oder 


[totıra] + k (otira] + [tutartı]) + ke [torat,] — 0 


genügen. Diese Gleichung liefert zwei Werte für 
k (die auch koniugiert komplex sein können), fol- 
&lich gibt es zwei Paare solcher Punkte (die auch 
imaginär sein können). Wenn aber zufälligerweise 
alle Koeffizienten in der letzten Gleichung ver- 
schwinden, so genügt dieser Gleichung jeder Wert 
von k. Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür ist 
rot,rı] = 0, [torar’s]| == 0 und [rorsr’s] = 0, 


d. h. es müssen drei solche reellen Paare bestehen. 


Satz 17: Im Falle zweier 


projektiven Punktreihen 
erster Ordnung gehen 
durch jeden Punkt ı, die 
Verbindungsgeraden 
zweier Paare entsprechen- 
der Punkte (die auch ima- 
ginär sein können) hin- 
durch; gehen durch einen 
Punkt ro die Verbindungs- 
geraden dreier Paare ent- 


Satz 17’: Im Falle zweier 
projektiven Strahlenbü- 
schel erster Ordnung lie- 
gen in jeder Geraden Io 
die Schnittpunkte zweier 
Paare entsprechender - 
Strahlen (die auch ima- 
ginär sein können); liegen 
in einer Geraden I die 
Schnittpunkte dreier Paare 
entsprechender (reeller) 


1) Wir bezeichnen gewöhnlich a Vb ce =Z/ab |. 


sprechender (reeller) Punk- | Strahlen, so besitzen sie 


te hindurch, so besitzen sie | alle 


dieselbe Eigen- 


alle dieselbe Eigenschaft. | schaft. ') 


Daraus ergibt sich direkt 


Satz 18: Gehen die Ver- 
bindungsgeraden dreier 
Paare entsprechender (re- 
eller) Punkte zweier pro- 
jJektiven Punktreihenerster 
Ordnung mit getrennt lie- 
genden Trägern durch ei- 
nen Punkt hindurch, so sind 
dann (und nur dann) beide 
Punktreihen perspektiv. 


Sehe 


Satz 18°: Liegen die 
Schnittpunkte dreier Paare. 
entsprechender (reeller) 
Strahlen zweier projekti- 
ven Strahlenbüschel erster 
Ordnung mit getrennt 
liegenden Zentren in einer 
Geraden, so sind dann (und 
nur dann) beide Strahlen- 
büschel perspektiv.2) - 


Die notwendige und hinreichende Bedin- 


gung dafür, dass zwei projektive Punktreihen erster 
Ordnung mit getrennt liegenden Trägern 


it =. kra und rı — kr’a 


perspektiv seien, ist (Satz 18) 


a). [8] — 0. 9) 
oder | [nrır,] fra 
rt] dran) | © 


Es gibt dann eine Zahl k,, für welche die Be- 


dingungen 


(2). | 


erfüllt sınd. 


[rı 4 kırs rır’a] 
[rı + kır'a rı re] = 


=> 
— (f) 


2), Vgl. M.—Fr. Daniels, Essai de geom. sph., Fribourg: 


(1907), S. 78, 


2) Vgl. T. Reye, D. Geom. 


(1899), S. 61. 


d. Lage, erste Abt., Leipzig: 


3) Wir bezeichnen abkürzend Vrry’ = 4. 


Ener. 


Die erste der Gleichungen (2) zeigt, dass der 
Punkt r, + kıre der ersten Punktreihe in dem Trä- 
ger Vr’,v’a der zweiten Punktreihe liegt, d.h. n—tkıts 
ist der Schnittpunkt der beiden Träger; die zweite 
der Gleichungen (2) zeigt, dass der entsprechende 
Punkt v’, +4 k,r’s der zweiten Punktreihe in dem 
Träger Vr,rz der ersten Punktreihe liegt, d. h. 
v, + k,ra ist der Schnittpunkt der beiden Träger. 
Wir haben also bekommen, dass ım Falle zweier 
perspektiven Punktreihen der Schnittpunkt der bei- 
den Träger sich selbst entspricht. Weil wir aber 
auch umgekehrt von den Gleichungen (2) zu (1) 
kommen können, so ist auch das Umgekehrte 
wahr. 

Satz 19: Entspricht das gemeinsame Element 
zweier projektiven gleichnamigen Grundgebilde erster 
Stufe mit getrennt liegenden Trägern resp. Zentren 
sich selbst, so sind dann und nur dann beide Grund- 
gebilde perspektiv. ') 

$ 18. Aus der Definition der projektiven Grund- 
gebilde erster Stufe ergibt sich 

Satz 20: Sind zwei Grundgebilde erster Stufe 
einem dritten projektiv, so sind sie untereinander 
projektiv. ?) 

Wir betrachten hier als entsprechende Elemente 
dieser beiden Grundgebilde erster Stufe diejenigen 
Elemente, welche ein und demselben Elemente des 
dritten Grundgebildes zugeordnet sind. 

Aus der Definition der perspektiven Grundgebilde 

rster Stufe folgt direkt 


1), Vgl. T. Reye, D. Geom. d. Lage, erste Abt., Leipzig 
(1899), S. 59. 

2) Vgl. T. Reye, D. Geom. d. Lage, erste Abt., Leipzig 
(1899), S. 54 


ER Rees 


Satz 21: Zwei gleichnamige Grundgebilde erster 
Stufe, die einem dritten ungleichnamigen perspektiv 
sind, sind untereinander perspektiv. 

Zwei gleichnamige Grundgebilde erster Stufe, 
die einem dritten gleichnamigen perspektiv sind, 
sind im allgemeinen untereinander nicht perspektiv. 
Nur in einigen Fällen sind sie perspektiv; man kann 
2. B. sehr leicht beweisen, dass, wenn der Schnitt- 
punkt der Träger zweier Punktreihen, die einer und 
derselben dritten Punktreihe perspektiv sind, dem 
Träger dieser dritten Punktreihe angehört, diese 
Punktreihen perspektiv sind (diese Bedingung ist 
genügend aber nicht notwendig). 

S 19. Angenommen, wir haben zwei projektive 
Punktreihen erster Ordnung mit getrennt liegenden 


Trägern 
r, tk, undr, + kr,. 


Verbinden wir zwei beliebige entsprechende 
Punkte ı„ und ı'm miteinander und nehmen wir in 
der Verbindungsgeraden zwei beliebige nicht zu- 
sammenfallende Punkte 1, und r’,., Da die Strahlen- 
büschel ; 
| Vro(t, + kr,) und Vr’o(r, + kr,) 


unseren beiden projektiven Punktreihen projektiv ° 
(perspektiv) sind, so sind sie untereinander projektiv 
(Satz 20). Als entsprechende Strahlen betrachten 
wir diejenigen, welche durch die entsprechenden 
Punkte der beiden Punktreihen hindurchgehen. Die 
Strahlen Vrorm und Vr’r’m sind also entsprechend, 
sie fallen aber zusammen, folglich sind beide Strahlen- 
büschel perspektiv (Satz 19). 

Zwei solche perspektiven Strahlenbüschel können 
wir zur Vervollständigung der projektiven Punkt- 
reihen erster Ordnung benutzen. Wollen wir näm- 


Er a 


lich zwei projektive Punktreihen erster Ordnung 
mit getrennt liegenden Trägern vervollständigen, 
wenn drei Paare entsprechender Elemente gegeben 
sind, so brauchen wir dafür nur die perspektiven 
Strahlenbüschel Vro(r, + kr,) und Vro(, + kr,) 
zu bilden, ihre Perspektivitätsachse zu suchen. Mit 
Hilfe dieser können wir dann unsere Punktreihen 
vervollständigen. 

Um zwei projektive Strahlenbüschel erster Ord- 
nung mit getrennt liegenden Zentren zu vervoll- 
ständigen, brauchen wir zwei perspektive Punkt- 
reihen. 

Der Fall der ungleichnamigen Grundgebilde erster 
Stufe lässt sich auf den Fall der gleichnamigen 
Grundgebilde zurückführen, indem wir ein Grund- 
gebilde, das einem der gegebenen Grundgebilde 
perspektiv und mit ihm ungleichnamig ist, zu Hilfe 
nehmen. !) 


820. Es seien 
t, +krunv, +krv, i=12 


zwei beliebige Paare entsprechender Punkte der 
projektiven Punktreihen erster Ordnung 


r, +kt, und v’, + kr',. 


Die Verbindungsgeraden der Punkte 


e iely=2 
t, +kır, und r!, + kit, i=2j=1l 
sind 

te ly2 


Vatki)e,tkr) Gzejsn)' 


1) Vgl. H. Grassmann, Proj. Geom. d. Eb., Leipzig und 
Berlin (1909), S. 66. 


N 


Durch den Schnittpunkt dieser beiden Verbin- 
dungsgeraden geht die Gerade 


Minsk ler ksr',) +-Ve(, +k ri) I 


oder, unabhängig von einem von null verschiedenen 


Zahlenfaktor, 


. ’ ’ 
N 


Diese Gerade ist von k, und k, unabhängig; wir 
nennen sie die Projektivitätsachse. 


Satz 22: Sind 1; und r/;| 


ü=1,2, 3...) die entspre- 
chenden Punkte zweier 
projektiven Punktreihen 
erster Ordnung, so liegen 
die Schnittpunkte der Ver- 
„bindungsgeraden  Vrmt’n 
und Vr,r’„n in ein und der- 
selben Geraden, nämlich 
in der sg. Projektivitäts- 
achse der beiden projekti- 
ven Punktreihen; wenn 
die Längen der Vektoren 
so gewählt sind, dass 
rt, tt, und ’, +r, zwei 
entsprechende Punkte sind, 
so ist der Vektor der 
Projektivitätsachse 


Verst NIut,, 


Satz 22’: Sind I; und ; 
h=1 2,3...) die entspre- 
chenden Strahlen zweier 
projektiven Strahlenbü- 
schel erster Ordnung, so 
gehen die Verbindungsge- 
raden der Schnittpunkte 
Via’, und Veln darch 
ein und denselben Punkt, 
nämlich durch das sg. 
Projektivitätszentrum der 
beiden projektiven Strah- 
lenbüschel; wenn die Län- 
gen der Vektoren so ge- 
wählt sind, dass I, +1, 


'und!’, + !’, zwei entspre- 


chende Strahlen sind, so 
ist der Vektor des Pro- 
jektivitätszentrums 


vir, Vom 


1) Vgl. M.—Fr. Daniels, Essai de geom. sph., Fribourg 


(1907), S. 82. 


Von den gefundenen Eigenschaften der Projek- 
tivitätsachse und des Projektivitätszentrums können 
wir bei Vervollständigung projektiver Grundgebilde 
erster Stufe Gebrauch machen. 


8 21. 


Der Schnittpunkt der beiden Träger zweier 


projektiven Punktreihen erster Ordnung 


rt, tkr, undvV, +krv, 


ıst 


Tr ne 
VNCHaue Ts 


also aufgefasst als ein Punkt der ersten Punktreihe 


ist er 
rt, 


tz 


Wurst 


Erlate) 


und aufgefasst als ein Punkt der zweiten Punkt- 


reihe ıst er 


=l 
rd; 


7 
Es 


[e,r,r,] 


[tıtata] 


Die Schnittpunkte der Projektivitätsachse mit den 


beiden Trägern sind 


t, 
[etst.| 


rt, 
[Yıtgr’,] 


Satz 23: Die Projektivi- 


tätsachse schneidet 
Träger der beiden projek- 
tiven Punktreihen erster 
Ordnung in Punkten, wel- 
che 
der beiden Träger 


sprechen. 


ent- 


die, 


dem Schnittpunkte, 


2 En Er 

ol ! I ! 
Fırst,] nat] 
Satz 23: Die Verbin- 


dungsgeraden des Projek- 
tivitätszentrums mit den 
Zentren der beiden pro- 
'jektiven Strahlenbüschel 
erster Ordnung sind die 
Strahlen, welche der Ver- 
bindungsgeraden der bei- 


. den Zentren entsprechen. 


Bun 3, A 


822. Die k’s solcher entsprechenden Punkte zweier 
projektiven Punktreihen erster Ordnung 


tr, + Kr und vv, + kr,, 


welche um = voneinander entfernt sind, müssen der 
Gleichung 
(+ kt) + kr) — 0 

rt, +-kK te, + 1t,) + Kt 


genügen. 
Wenn aber 


Diese Gleichung liefert zwei Werte für k. 


iv, =0,107, = 0 und +1) (reed 


ist, so ist unsere Gleichung für jeden Wert von k 


erfüllt. 
Satz 24: Es gibtin zwei 
projektiven Punktreihen 


erster Ordnung zwei Paare 
entsprechender Punkte (die 
auch imaginär sein kön- 


T 


nen), welche um „ von- 


einander entfernt sind; 
gibt es drei solche reellen 
Paare, so sind alle Punkte 


um & 
2 


von ihren entspre- 


chenden Punkten entfernt. 
S 28. 


Satz 24’: Es gibt in zwei 
projektiven Strahlenbü- 
scheln erster Ordnung 
zwei Paare entsprechender 
Strahlen (die auch imaginär 
sein können), welche zuein- 
ander senkrecht stehen; 
gibt es drei solche reellen 
Paare, so stehen alle 
Strahlen zu ihren entspre- 
chenden Strahlen senk- 
recht. 


Angenommen, wir haben zwei projektive 


Punktreihen erster Ordnung 
rt, + kı, und vr’, + kr,. 
Für jeden Wert von k sind die Punkte 


r, + kr, und r, 


der ersten Punktreihe um 


1, iss 
1. See 
2 
tr, + kr 
T 


z voneinander entfernt. 


Pr: 


Ihre entsprechenden Punkte der zweiten Punktreihe 
sind 


rı 4 kr’s und ot 
Tu 
22 
t,? 4 ker, 
(v’ + kr’ ) (v Re EEE e v’ ===70 
£ } Yıra boke,2 2 


sein. Diese Gleichung liefert zwei Werte für k. 
Sei A eine Wurzel, dann ist die andere Wurzel 


Sollen sie auch um 
so muss 


voneinander entfernt sein, 


Pr Be til 
tra + A ra? 


Diese Wurzeln können nicht einander gleich sein, 
denn sonst wäre 
er) =:o0, 
was aber unmöglich ist. 
Diese Wurzeln können auch nicht koniugiert 
komplex sein, denn sei etwa | 


\=a- bi, 
dann müsste 
rn? + @+bi)tt 
= Er - — a—bi 
LT, + (a4 bi) tz? 


(ı 4 ar)? + b’n? = 0 


sein, was aber auch unmöglich ist. 

Beide Wurzeln sind also reell und voneinander 
verschieden. Jeder Wurzel entspricht aber ein und 
dasselbe reelle Paar der um = voneinander entfern- 
ten Punkte der ersten Punktreihe, deren zugeordnete 
Punkte der zweiten Punktreihe auch um ° 


5 voneln- 
ander entfernt sind. - 


oder 


3 


34 — 


Sind aber alle Koeffizienten in der quadratischen 
Gleichung in k null, d. h. ist 


Yı2vı Ya — rı 2,71 Ya = 0, Ta 2 v'ıVa = t’a 2,YıYa =0O 
und 11?r’22 — r’ı?r3? 0, 


so genügt dieser Gleichung jeder Wert von k, fol- 
glich entsprechen jedem Paare der um = voneinander 
entfernten Punkte auch zwei um a voneinander ent- 
fernte Punkte. 

Die dritte der drei letzten Gleichungen hängt 
von den beiden ersten ab, denn schreiben wir die 


beiden ersten in der Form 
Y?vırta = Yı?rırta und Ted.rıra — r’a2.Xıla 


und dividieren wir jetzt die erste durch die zweite, 
so bekommen wir die dritte Gleichung. 

Es sind also nur die beiden ersten Gleichungen 
voneinander unabhängig. Sie sagen aus, dass die 
Punkte 


’ 4 31 ’ 3 ul + .r 
Tr 1 und t,tT,.t er 2 T 2 und Der! ıtılat 2 


der zweiten Punktreihe um = voneinander entfernt 


sind. Diesen Punkten entsprechen aber in der er- 
sten Punktreihe die Punkte 


. 0) 5 9 ee . 
r, und r,r,.1,—1, 1, t, und ri, a 


® voneinander entfernt sind. 


2 


welche auch um 


Satz 25: Im Falle zweier 
projektiven Punktreihen 
erster Ordnung gibt es 


immer in einer Punktreihe 
T 
2 
entfernten 


ein reelles Paar der um 
voneinander 


Satz 25’: Im Fallezweier 
projektiven Strahlenbü- 
schel erster Ordnung gibt 
‚es immer in einem Strah- 
ılenbüschel ein reelles Paar 
derzueinander senkrechten 


AT Da 


Punkte, deren zugeordnete Strahlen, deren zugeord- 
Punkte der anderen Punkt- 'nete Strahlen des anderen 
reiche auch um 2 vonein- | Strahlenbüschels auch zu- 
ander entfernt sind: gibt einander senkrecht stehen; 
es zwei solche Paare, so gibt es zwei solche Paare, 


entsprechen jedem Paare SO entsprecher. jedem Paa- 
der um 7 voneinander ent- |Te der zueinander senk- 
eentean ; De En rechten Strahlen eines 

Strahlenbüschels auch zu- 


Punktreihe auch um "von- |”. 
. 2 einander senkrecht stehen- 
einander entfernte Punkte | 
"de Strahlen des anderen 


der anderen Punktreihe. 'Strahlenbüschels. 


Satz 26: Im Falle zweier projektiven ungleich- 
namigen Grundgebilde erster Stufe gibt es immer 
ein reelles Paar der um = voneinander entfernten 
Punkte der Punktreihe, deren entsprechende Strahlen 
zueinander senkrecht stehen; gibt es zwei solche 
Paare, so entsprechen jedem Paare der um £ vonein- 
ander entfernten Punkte zueinander senkrechte 
Strahlen !). 

8 24. Nennen wir dieses Paar der um x vonein- 
ander entfernten Punkte der ersten Punktreihe, deren 
entsprechende Punkte auch um 2 voneinander entfernt 
sind, r,, undr,, und das Paar ihrer entsprechenden 
Punkte r’,, und r’,.. Seien noch ı; und r, zwei be- 
liebige Punkte der ersten Punktreihe, 17; und r’, ihre 
entsprechenden Punkte der zweiten Punktreihe. 

Es ist (Satz 10) 

Vla,t , Virtr Veiarti, Vier 
ar, m IV ya Vertas 


- 4) Vgl. M.—Fr. Daniels, Essai de geom. sph., Fribourg 
NT), S. 79, 


also | 
| Yu Mr  Vrgte NVee 
Vr, Tga Vr’; Er rote | Vrykas 


Wenn wir also mit r und r’ zwei beliebige zu- 
geordnete Punkte bezeichnen, so haben wir 


"40 I .’ 
rt, lat 


x = const. 
Nee 
oder 
sin (1, Tr sin. (Vest) 
2 { FE 
Sin rar). BIndlEeiT) 
oder 


tg (tar). tg (rt) che (test). et zt) > c 
Satz 27: Im Falle zweier projektiven Grundge- 
bilde erster Stufe ist 


tg (111). tg (Vggt’) = ct (Rear). eig dt) ec 
P- 

tg (ls, tg (5) = ctg (fe, l). etg (ee 
p- 

tg (1, 11). tg (2; ) = ctg (Vest). tg (,,) = ca N). 


825. Im Folgenden werden wir die Bezeich- 
nungen 
dl Ve I +t"3 .lı I—r U I-rı «12 I und®r=H ‚sg 1: + (a .hı I— 
— blır li ler 


res 


res 


benutzen. Es stellt also % resp. die Funktio- 

naloperation oder das Dyadic | 

V = 11.Ua +r’2.tı — Ta. —t1.T3 resp. o=h Val’. — 
— bYı —Vı.da 

dar. Die wichtigste Eigenschaft dieser Operationen 

ist, dass 


!) Vgl. M.—Fr. Daniels, Essai de g&eom. sph.. Fribourg 
(IiW7), 8. 85 


— 7 men 


| Idyr=lYlundıogr=rdr 
ist. !) | 
Im Falle zweier perspektiven Punktreihen erster 
Ordnung gilt die Gleichung (Satz 18) 


[%ı %s%s]. — 
oder 
[Vstırta] [urırs] = [rerır’a] [Yırıra]. 
Der Schnittpunkt der beiden Träger 
4 


” f 
DATE LEr’ 


fr ,t,t5] [Vstjtz] 


gibt mit dem Perspektivitätszentrum 


| tz 27 
[ıtıta] Metz] 


verbunden eine Gerade I, und wenn wir auf diese 
die durch % bezeichnete Operation anwenden, so 
finden wir nach einigen einfachen Reduktionen (unter 
Berücksichtigung der oben stehenden für zwei per- 
spektive Punktreihen geltenden Gleichung) 


vl, = 0. 


Jetzt wollen wir die Sache umkehren. 

Angenommen, es gibt im Falle zweier a 
ven Punktreihen erster Ordnung mit getrennt liegen- 
den Trägern eine Gerade Ih (== o), für welche 


V[, = o 


ist (im Falle, wenn die beiden Träger zusammen- 
fallen, gibt es immer eine solche Gerade, nämlich den 


.21) Vgl. P. G. Tait, M. A., Elem. Handb. d. UA, Lei- 
pzig (1880), S. 146, Bez. von Haan 


mn En 


gemeinsamen Träger; 
nicht). 


diesen Fall betrachten wir aber 


Dann ist auch b $ oh —= 0, woraus folgt 


Io Tı 


(3) 
Aus dh 


lo Ya.t1— lorı 
also auch 


er 


oder nach (8) 


lora 


ae 


u) ( 


lor/ı 
Yor’s 


o folgt aber 


lass lora.rı—lot, .U2, 


lotı 


BE 


lotı ) lorı Ä 
vn Ph: tz (: SE h t .) B 


folglich sind beide Punktreihen perspektiv (Satz 19). 


Satz 28: Zwei projektive 
Punktreihen erster Ord- 
nung mit getrennt liegen- 
den Trägern sind dann und 
nur dann perspektiv, wenn 
es eine Gerade Io derart 
gibt, dass 

U = 0 
ist. 


& 26. 
andere Fassung geben. 


Satz 28°: Zwei projek- 
tıve Strahlenbüschel erster 
Ordnung mit getrennt 
liegenden Zentren sind 
dann und nur dann per- 
spektiv, wenn es einen 
Punkt 1, derart gibt, dass 

Dr 
ist ). 


Wir können den Sätzen 28 und 28 eine 


Angenommen, es gibt eine Gerade |, derart, dass 


ob =o 


i) Vgl. M.-Fr. 
(1907), S. 152. 


Daniels, Essai de geom. 


sph., Fribourg 


BEL ER 


ıst. Wir können die Gerade \ in der Form 
18 


== >> Bil; 


1 
darstellen, wo I; (i==1, 2, 3) drei beliebige nicht durch 
einen Punkt gehende Gerade sind. Wir haben also 


i—8 Fe 
2 8; = 0 oder 2 bl = o. 
Il sl 


Multiplizieren wir die letzte Gleichung skalar 
nacheinander mit I, (k—1, 2, 3), so bekommen wir 


i—3 
% Bd; — 0 (e-= 12,3), 
A 

Wenn wir nun aus diesen drei Gleichungen 8; 


(i=1, 2, 3) eliminieren, so bekommen wir 


lı uf, I dla I bl; 
IıYle Iable 1eVls 
Ih Vl; laV1; RUF 


(Gibt es also eine Gerade Il derart, dass 


1, 


==a0r 


bh = 0 


ist, so ist für drei beliebige nicht durch einen Punkt 
gehende Gerade I; i—=1, 2, 3) 


D— 0. 


Jetzt betrachten wir die Sache umgekehrt, also 
setzen wir voraus, dass für gewisse drei nicht durch 
einen Punkt gehende Gerade I!’i=1, 2, 3) 


D ==r6 


ist. In diesem Falle besitzen die Gleichungen 


N IE 


xhLd h+yköb+zLdob=o k=]1, 2,3) 


eine gemeinschaftliche von null verschiedene Lösung, 
es gibt also solche Zahlen 9; i =1, 2, 3) nicht alle 
null, für welche die Gleichungen 


i i=3 
Kb 32 3: = 0 Khan 
i—1 


erfüllt sind. Weil nun die Geraden I, k=1, 2, 3) 
nicht dureh einen Punkt hindurchgehen, so muss 


d >2 Bi [; —— 
i=1 
oder, wenn wir 
>= pi I; on Io 
es 
setzen, 
d h=o 
sein. 


Ist also für gewisse drei nicht durch einen Punkt 
gehende Gerade I; (i = 1, 2, 3) 


D:Ra5; 
so gibt es eine Gerade Io derart, dass 


fo —=r0 
ist. | i ra 
Mit Rücksicht auf die Sätze 28 und 28’ können 
wir nun folgende Sätze aussprechen: | 


Satz 29: Sind zwei Punkt- | Satz 29’ Sind zwei Strah- 
reihen erster Ordnung per- lenbüschel erster Ordnung 
spektiv, so ist für drei be- | perspektiv, so ist für drei 
liebige nicht durch einen beliebige nicht in einer 
Punkt gehende Gerade I; Geraden liegende Punkte 
(i=1,233).. u (d=1, 2,3) 


hl hy Ibis | 
Di I bla lable (sb, | 0; | 
Tr dls Iablz 15; 


umgekehrt, ist im Falle 
zweier projektiven Punkt- 
reihen erster Ordnung mit 
getrennt liegenden Trä- 
gern für gewisse drei 
nicht durch einen Punkt 
gehende Gerade |; (i=1,2,3) 
B2z’d, 
so sind die Punktreihen | 


41 


perspektiv. 


rıdrı rıÖra tr; 
tıdra redrs raßrz | — 0; 
YıÖrz redrz r3dr; | 


Di=e 


umgekehrt, ist im Falle 
zweier projektiven Strah- 
lenbüschel erster Ordnung 
mit getrennt liegenden 
Zentren für gewisse drei 
nicht in einer Geraden lie- 
gende Punkte ı; (1=1,2,5) 
130-703 
so sind die Strahlenbü- 
schel perspektiv. 


IV. Proiektive konlokale Punktreihen und 
konzentrische Strahlenbüschel erster Ordnung. 


827. Zwei Punktreihen 


Zwei Strahlenbüschel er- 


erster Ordnung, deren Trä- ster Ordnung, deren Zent- 
ger zusammenfallen, nennt ren zusammenfallen, nennt 
man konlokal. man konzentrisch. 
Wegen der vollkommenen Analogie, welche zwi- 
schen diesen beiden Arten der Grundgebilde erster 
Stufe herrscht, werden wir nur die konlokalen Punkt- 
reihen betrachten und die betreffenden Sätze werden 
wir auch nur für die Punktreihen formulieren. 
Wenn zwei projektive Punktreihen erster Ordnung 


y+tknundv, +-kr, 
konlokal sind, so können wir die Vektoren r'ı und 
v’a in der Form 
./ Ss a s VL were . 
Fat Fast, und, = 9,11, + Agatı 


darstellen. 


Mit Rücksicht auf den Satz 15 können wir sagen: 
zwei projektive konlokale Punktreihen erster Ord- 
nung werden durch die entsprechenden Punkte ent- 
weder in gleichen Richtungen oder in entgegenge- 
setzten durchlaufen. Im ersten Falle werden sie 
gleichsinnig, im zweiten Falle gegensinnig genannt. 

Durchläuft ein Punkt die erste Punktreihe in der 
Richtung von rı bis re (ohne durch—rs und—rı hin- 
durchzugehen), so durchläuft der entsprechende Punkt 
die zweite Punktreihe in der Richtung von r'ı bis v’. 
Haben also die Vektoren Vrire und Vrur’s gleiche 
Sinne, so sind die beiden Punktreihen gleichsinnig, _ 
andernfalls gegensinnig. Es ist aber 


Vacıa =: (aimazs — A, a Yosz 


Satz 30: Zwei projektive konlokale Punktreihen 
erster Ordnung sind dann und nur dann gleichsin- 
nig, wenn 

@11ı%22 — Ay29gı > 9 


ist; ist dagegen 
Rıdaa — Aıadgı 9 


so sind dann und nur dann beide Punktreihen ge- 
gensinnig. 
(Die dritte Möglichkeit, dass 


Aııfkaa — Aı2fgı — 09 
oder 
Re u 
Aıa A932 


ist, ist ausgeschlossen, denn in diesem Falle würden 
die Punkte r’ı und r’z zusammenfallen). 

$ 28. Im Falle zweier projektiven konlokalen 
Punktreihen erster Ordnung können wir die zweite 
Punktreihe in der Form 


Zeuge 


rer asts + Klayır, + as,r,) 
oder 


da m Kass 
%ıı t Bas 


r; 12 


darstellen (8 27). 
Wenn wir die zweite Punktreihe ın der Form 


tı + Ara 
darstellen, so muss 
2 + K ass 
a ne N 
Kr Kası 
oder 
da — AQıı 
ME en ne ZZ 
Ge ade, 


sein; die erste Punktreihe ist demnach 


Ra — Adıı 
oa fr. 
Agg — Adpı 
Satz 31: Zwei projektive konlokale Punktreihen 
erster Ordnung können wir entweder in der Form 


&ıs + k as: 
rı +kr und 4 STE Ya 
Art Osı 
oder in der Form 
Aıa — Adıı 
fı — und -A rt 
Ogg — Adyı 


darstellen. 

8 29. Jetzt kommt die Frage, ob es im Falle 
zweier projektiven konlokalen Punktreihen erster 
Ordnung solche Punkte gibt, welche sich selbst ent- 


ER TEN 


sprechen. Die Werte von k, welche diesen Punkten 
angehören, müssen der Gleichung 


a. r k A22 
RE an k Ası 


%, k? + (a1 — 93) k—0,=0 N 


N 


oder 


genügen (Satz 31). Diese Gleichung liefert zwei 
Werte für k, es gibt also zwei Doppelelemente, die 
reell und verschieden (hyperbolische Projektivität), 
reell und gleich (parabolische Projektivität) oder 
imaginär (elliptische Projektivität) sein können. 

Die Diskriminante der letzten Gleichung ist 


A (m, — Ag) ?+ 40150 
woraus folgt 
Satz 32: Ist im Falle zweier projektiven Konlo- 
kalen Punktreihen erster Ordnung 


mel ae) rin 


so ist die Projektivität hyperbolisch, ist A := 0, so 
ist sie parabolisch, ist A <o, so ist sie elliptisch. 

S 30. Wenn zwei projektive konlokale Punktrei- 
hen erster Ordnung gegensinnig sind, so ist (Satz 30) 


(1). Aıı Aga Aal 
also 


A (11022)? + 4012021 >(aıı + 022)? + 2012021 —-@11928)- 


Mit Rücksicht auf (1) ist die rechte Seite der letz- 
‘ten Ungleichung-positiv, folglich ist auch A> oo. 

Satz 33: Jede gegensinnige Projektivität ist hy- 
perbolisch. !) 


1) Vgl. M.-Fr. Daniels, Essai de ge&om. sph., Fribourg 
(1907), S. 85. “ 


Bo) Yan Fed 


Die Umkehrung des Satzes 33 gilt im allgemei- 
nen nicht. 

8 31. Es seien im Falle einer hyperbolischen 
Projektivität die beiden reellen Doppelpunkte 


wet n- kıte und rs, Zen - kurs. 


Dann ist 


 kıta — karı en 
Dazu und , = ——.. 
| kı — k, kk—k, 
Die erste Punktreihe 
rı + kr, 
können wir also in der Form 
v’ı DER k—kı ts 
Bo; 


darstellen. Die zweite Punktreihe 


re Aı2 + Kass A 
x Rrabeken;, F 


können wir, wenn wir noch berücksichtigen ($ 29): 


Qıı Asa Rıa 


2. ktk=— ——undkk=— u 
in der Form 

as, K: + Re k—kı . 
Aaı Kkı tan k—k; ; 


tr’, ze da 


darstellen. 
Angenommen, es seien unsere beiden Punktreihen 
gegensinnig (also hyperbolisch, Satz 33). Dann ist 
(Satz 30) 
Aı las <a Apı 


oder, unter Berücksichtigung von (2), 


Are 


Aıı la: (k, er k;) ar 0.1] <—a}ıkık, 
oder 
(ayık, +0, ,) (a,,Ks ta, ı) <oO, 


folglich ist 
Asıkz +0, nt 
asıkı Ar: x 


Satz 34: Bei einer gegensinnigen Projektivität 
sind die Doppelelemente durch jedes Paar entspre- 
chender Elemente getrennt. !) 

$ 32. Es seien im Falle zweier reellen Doppel- 
punkte (t”ı und r’s) ts, Y’s, 14, rs zwei beliebige Paa- 
re entsprechender Elemente. Es ist (Satz 10) 


Yun Yet VYeura gr 
: =. : n 
Vrrs  Vraris 0 Yrsris rar 


woraus folgt 
Vr Y3 re: Vr, Y4 Vrh v4 
: = DR 
Vrz v'a Vr’at’a Vrar’’s Vruar’s 


also haben wir den 

Satz 35: Im Falle zweier reellen Doppelelemen- 
te bilden je zwei entsprechende Elemente mit den 
beiden Doppelelementen ein konstantes Doppelver- 
hältnis. ?) | 

Wird also beispielweise ein Paar entsprechender 
Elemente einer projektiven Beziehung durch die 
beiden Doppelelemente getrennt oder nicht, so hat 
jedes Paar entsprechender Elemente die gleiche Ei- 
genschaft. 


1) Vgl. K. Doehlemann, Proj. Geom., Leipzig (1905), S. 75. 
2) Vgl. H. Grassmann, Proj. Geom. d. Eb., Leipzig und 
Berlin (1909), S. 19. | 


BERN 
S$ 33. Es ist (Satz 27) 


te (ar). te (dar) = c, 
folglich ist 


bg (tat). tg (dr) = tg (gt). tg (Vgat”e) 


oder 


tg ar) rt) +) tg (et). 
tg [(Ugsteı) + (zıt’2))), 


woraus sich nach einigen Transformationen ergibt 


(Yy,T2) — rate) RT ar) _— (Vest) 


Satz 36: Beide Doppelpunkte 1", und r’”, liegen 
symmetrisch in Bezug aut die Mitte von (r,,1,,). ') 

S 34. Zwei projektive konlokale Punktreihen er- 
ster Ordnung sind in Involution, wenn jedem belie- 
bigen Punkte ı ein und derselbe Punkt vr’ entspricht, 
unabhängig davon, ob wir r als einen Punkt der er- 
sten oder der zweiten Punktreihe betrachten (der 
Fall einer Deckung. wird dabei ausgeschlossen). 

Die notwendige und hinreichende Bedingung da- 
für, dass zwei projektive konlokale Punktreihen er- 
ster Ordnung in Involution seien, ist: es muss für 
jeden Wert von K 


Gt Kassa. Ag — Kaıı 


ıı + Kas; Gas Küs, 
oder 


(a) ek Fe eK 0,,| = 0 
sein (Satz 31). 


)) ‘Vgl. M.-Fr. Daniels, Essai de geom. sph., Fribourg 
(1907), S. 85. 


Ar AB 


Diese Gleichung wird dann für jeden Wert von 
k erfüllt, wenn entweder 


a Pur u 27 
oder 
a2 = Ngı, 70 und o,, =4s3 


ist; im zweiten Falle haben wir eine Deckung (Satz 
31), was ausgeschlossen ist, es bleibt also die erste 
Möglichkeit übrig. 

Satz 37: Zwei projektive konlokale Punktreihen 
erster Ordnung sind dann und nur dann in Involu- 
tion, wenn 

en Kemer ER 
ist. 

Es entspricht immer dem Punkte rı, aufgefasst 
als ein Punkt der ersten Punktreihe, der Punkt 


(Satz 31) 


und, aufgefasst als ein Punkt der zweiten Punkt- 
reihe, der Punkt 
ne. 


Be t2. 


92 
Die notwendige und hinreichende Bedingung da- 
für, dass diese beiden Punkte zusammenfallen, ist 


au leeTE 


Weil nun rı ein beliebiger Punkt des gemeinsa- 
men Trägers ist, so können wir mit Rücksicht auf 
den Satz 37 sagen: 

Satz 38: Wenn in einer projektiven konlokalen 
resp. konzentrischen Beziehung die beiden einem 
Elemente entsprechenden Elemente zusammenfallen, 


Aue 


so fallen sie für jedes Element zusammen, d.h. bei- 
de Grundgebilde erster Stufe sind in Involution. !) 

S 35. Seien rı, t/ı, Te, Y’g zwei Paare entspre- 
chender Elemente einer Involution. Die Vektoren 
Yı und r’g müssen von der Form 


Y —=m(—asstı +a,5h)undv, —n(a,1tı +0331:) 


sein (Satz 37). Wählen wir a,, beliebig und dann 
berechnen a,, und a,, aus den Gleichungen 


„f N: . . 
Ver, agstı + a, 3t,)—0o und Vr’yagıTı HAgst,)—=0. 
Jetzt haben wir also zwei ganz bestimmte Vektoren 
! —n . Bd Set 
root ta; undr,,=az,T, + 9gotaı 


die mit -den Vektoren rı und tr’ zusammenfallen. 
Es ıst 


(ıra rıorı + ts) = (rıv ao rı Yıo — r’ao), 


d. h. es entspricht dem Punkte rı + ta der Punkt 
Yıo + r’ao, wir können also beide Punktreihen in 


der Form 
tı # kız und rıo 4 kKrzo 


darstellen (Satz 14), folglich sind sie vollkommen 
bestimmt. 

Satz 39: Eine Involution .ist durch zwei Paare 
entsprechender Elemente vollkommen bestimmt.!) 

8 36. Nach dem letzten Satze ist eine Involution 
durch zwei Paare entsprechender Elemente bestimmt. 
Drei Paare entsprechender Elemente einer Involu- 
tion sind demnach nicht voneinander unabhängig. 
In der Tat ist 


. 4) Vgl. M.—Fr. Daniels, Essai de gcom. sph., Fribourg 
(1907), S. 86. 
+ 


BES TE 


(3). (tırariır's) — (vi vVarıta) 
oder (S 5) | 
sin (ri) : sin (tır’3) Ei sin (rıtı) ä sin (vıt3) 
sin (t’ıra) sin (vstg) sin (tiv’e) sin (tar’e) 
oder 


sin (nr’s) sin (ters) sin (tsrı) 1 


in: sin (vtırB) sin (vVet3) sin (vstı) 
Sınd also zwei Punktreihen involutorisch, so be- 
steht zwischen drei beliebigen Paaren entsprechen- 
der Punkte die Relation (4). 

Jetzt betrachten wir die Sache umgekehrt. An- 
genommen, es besteht zwischen den sechs Punkten 
u, tr; i=1, 2, 3) die Relation (4). Wir können 
dann von dieser Relation zu der Relation (3) und 
von (3) zu 

(tıtav'zvı) it Yarstı) 


übergehen. Betrachten wir nun die Punkte rı, ta, V3 
und r/, v’a, rs als entsprechend, so ist durch diese 
drei Paare eine projektive Beziehung bestimmt. Aus 
der letzten Gleichung folgt aber, dass dem Punkte r'i, 
aufgefasst als ein Punkt der ersten Punktreihe, auch 
der Punkt rı entspricht, folglich ist unsere Bezie- 
hung involutorisch (Satz 38). 

Satz 40: Gehören drei Punktpaare r;, rt; (i—=1, 2, 3) 
einer Involution an, so ist die Relation 


sin (tits) sin (tar) sim(tri) 
sin (Yıra) sin (vYars) sin (vs) 


erfüllt, und umgekehrt. !) 


!) Vgl. M.—Fr. Daniels, Essai de geom. sph., Fribourg 
(1907), SW. | 


Be 


$ 37. Aus den Sätzen 30, 32 und 37 folgt 
Satz 41: Jede gleichsinnige Involution ist ellip- 
tisch und umgekehrt, jede gegensinnige Involution 


ist hyperbolisch und umgekehrt. t) 
S 38. Im Falle einer parabolischen Involution 


ist (Sätze 32 u. 37) 
Ar = — 0 und ads + A192 091 — 0. 


Für alle Werte von k und X, mit Ausnahme des 


Base 
Wertes —2, können wir also dann die beiden Punkt- 
Ası | 
reihen entweder in der Form 
a2 
tı + kr und n + — ra 
QA3ı 
oder in der Form 


Aa 
ı + De und + ra 
21 


darstellen (Satz 31) und im Falle 


Ras 
ee 


haben wir (Satz 31) ; 
3a Opa 
rı Saas tw undy +8 tr, rı + & rs und vi uhren 12. 
23 21» 


kiss a 


Es entspricht also jedem Punkte in beiden Punkt- 
reihen ein und derselbe Punkt 
Qg2 
Ta, 


21 


- und umgekehrt. Dieser Punkt ist aber nichts ande- 
res, als der Doppelpunkt unserer parabolischen In- 


Yı — 


1) Vgl. H. Grassmann, Proj. Geom. d. Eb., Leipzig und 
Berlin (1909), S. 160. 


Sur 
volution, denn die Gleichung für die Bestimmung 
der Doppelelemente ist hier (8 29 u. Satz 37) 

| Ak? — 20, k— a, —0, 


woraus folgt 
gs , 
Ası 


BD 


Satz 42: In einer parabolischen Involution ent- 
spricht dem Doppelelemente jedes Element und um- 
gekehrt. !) | 

Man nennt deshalb die parabolische Involution 
auch eine uneigentliche Involution. 

8 39. Seien 1, tr; (i=1, 2) zwei Paare entspre- 
chender Punkte einer Involution. Die Vektoren tr’; 
(i—1,2) müssen von der Form 


Y,=m(— Qt, + a,ot,)undr, —n(a,ıTı + Assta) 


sein (Satz 87). Es ist (& 7) 


As Ası 
(nistitapesn Re 
3 r Mi 22 

folglich ist (Sätze 3 u. 2) 

2 2 

32T Qı2Qzı Q22 
(Hrınsta)= 7 und nlitsun) on . 
Q52 ads TAı2Azı 


. Das Zeichen des letzten Doppelverhältnisses ist 
also konstant, unabhängig von der Wahl der Punkte 
ul 2) lnatze 320. 37). 

Satz 43: Eine Involution ist elliptisch, parabo- 
lisch, hyperbolisch, je nachdem für zwei beliebige 
Paare entsprechender Punkte r;, r’; (i—=-1, 2) 


(tırırara) < 0, = 0 oder ©, >o 
ist. 


‘) Vgl. K. Doehlemann, Proj. Geom., Leipzig (1905), S. 9. 


Me 


$ 40. Im Falle einer hyperbolischen Involution : 
gibt es zwei reelle nicht zusammenfallende Doppel- 
elemente r’; (i=1, 2). Nehmen wir ein beliebi- 
ges Paar entsprechender Elemente r und r’, so ha- 
ben wir 
| WATTE enrhr ar) 
oder (Satz 2) 


rratn) a (trat), 
folglich ist 
astehel.: 


v’, fällt mit r”s nicht zusammen, ebensowenig 
r. mit r', also kann (t’ır"srr”) nicht gleich.1 sein 
{Satz 5), folglich ist 


"n)— —1. 


Satz 44: Ein jedes Paar entsprechender Elemen- 
te einer hyperbolischen Involution wird durch deren 
Doppelelemente harmonisch getrennt. !) 

5 41. Es gibt immer im Falle einer Projektivi- 


tät ein reelles Paar der um = voneinander entfern- 


ten Punkte, deren zugeordnete Punkte auch um 7 
voneinander entfernt sind (Satz 25). Weil die Invo- 
lution ein Spezialfall von der Projektivität ist, so 
gibt es ein solches Paar der Punkte auch im Falle 


einer Involution; nennen wir sie 
zh-tnt, und tr, =t +ngt,. 
Ihre zugeordneten Punkte sind 


en BI4 ı — u 
nrtazsrı +9Y, undmrY’,„=r, +n,V, 


') VEReT, He D. Geom. d. Lage, erste Abt., Leipzig 
1899), S. 151. 


Es ist 
(tı+nıta) (rı+Natz) = 0 und (rı +nır/) (Yı near.) 
oder 


te 2: + n3) fıta + Nınata? —= o und rı? + 


+ (nı + n3) rır'a + nınara? = 0. 


Wenn wir nun in die letzte Gleichung 
Re : ; ee N 
EEE und vs, =ea,, u ae 


einsetzen, dann aus den beiden letzten Gleichungen 
nı ns und nıns auflösen, den für nına gefundenen 
Wert mit a,, und den für nı +ns gefundenen Wert 
mit a,, multiplizieren und zum Schluss die erhalte- 
nen Produkte voneinander subtrahieren, so bekom- 
men wir 

AN nz — a5 (N, + n,)—a,5 


woraus folgt 


(5) ee 


gt Nr (Ü 
7 ge tNiag, j 
Die den Punkten 

tl, Tut, und r, =r, 4 nt, 


entsprechenden Punkte sind (Sätze 31 u. 37) 


Os 1 Miioes Xıa # N. Ass 


Yazıt+ ————— nr und !„—n-+ 
—AsatNı a5, —QA99+ 03051 


2 


oder mit Rücksicht auf (5) 
Yazr HN, und Yan 4 nt. 


Satz 45: Im Falle einer Punktinvolution = 
Tg, mit r’g und r,, mit r’,, zusammen. 


at 


8 42. Aus den Sätzen 27 und 45 folgt, dass wir 
im Falle einer Involution 


tg (tar). 8 At) = ctg (tat). et (ir) = © 


haben. Die beiden Doppelelemente finden wir also 
aus der Gleichung | 


it aca han etle. 


Es gibt also in zwei involutorischen Punktreihen 
erster Ordnung zwei Doppelpunkte Ist c>o, so 
gibt es zwei reelle und verschiedene Doppelpunkte, 
zwischen denen t,, und tg, die Mitten sind; ist e<o, 
so gibt es zwei imaginäre Doppelpunkte; ist .c = 0 
oder c —= m, so fallen beide Doppelpunkte mit r,, 
oder 15; Zusammen. 

Da für alle Punkte r, mit Ausnahme ı = r,, die 
Gleichung 


tg (Ygılaı). 8 (lgıt) — 0 


gilt, da.weiter dem Punkte rg —r',, der Punkt r,, 
entspricht, so können wir sagen, dass im Falle c=o 
dem Doppelpunkte r,, jeder Punkt entspricht (ganz 
ähnlich enspricht im Falle ce = oo dem Doppelpun- 
kte 15 jeder Punkt). Das haben wir schon früher 
in anderer Weise bewiesen (Satz 42). 

Satz 46: Im Falle einer hyperbolischen Punkt- 
involution sind r,, und rg, die Mitten zwischen den 
beiden Doppelpunkten; im Falle einer parabolischen 
Involution fallen beide Doppelpunkte mit r,, oder 
Tg; zusammen. A 

8 43. In zwei projektiven konlokalen Punktrei- 
hen erster Ordnung, wie im allgemeinen, gibt es 


— 56 — 


zwei Paare entsprechender Punkte, die um = vonein- 
ander entfernt sind; gibt es drei solche reellen Paa- 
re, so sind alle Punkte um u von ihren entsprechen- 
den entfernt (Satz 24).” Wir können im letzten Fal- 


le die beiden Punktreihen in der Form 


ı?—+ krıra 
Ytı E= krs und rı — un tkee Ta 
darstellen ($ 23), folglich ist 
Kıı — Ih 7035; 


also sind unsere Punktreihen involutorisch (Satz 37). 

‚Satz 47: Es.gibt immer im Falle zweier projek- 
tiven konlokalen Punktreihen erster Ordnung zwei 
Paare entsprechender Punkte, die um IR voneinander 
entfernt sind; gibt es drei solche reellen Paare, so 
sind alle Punkte um N von ihren entsprechenden 
entfernt und wir haben dann eine sg. zirkulare In- 
volution. 

S 44. Als wir über die nicht konlokalen und 
konzentrischen Grundgebilde erster Stufe sprachen, 
haben wir gezeigt, in welcher Weise man zwei pro- 
jektive Grundgebilde erster Stufe vervollständigen 
kann. Um nun z. B. zwei projektive konlokale 
Punktreihen erster Ordnung zu vervollständigen, 
bilden wir zwei zu ihnen perspektive (also unterein- 
ander projektive), aber nicht konzentrische Strah- 
lenbüschel erster Ordnung; mit Hilfe dieser können 
wir schon leicht die Vervollständigung ausführen. 


ET 


V. Die Erzeugnisse projektiver Grundgebilde 
erster Stufe. 


845. Unter dem Erzeug-| Unter dem Erzeugnis 
nis zweier projektiven | zweier projektiven Strah- 
Punktreihen erster Ord- | lenbüschel erster Ordnung 
nung versteht man die versteht man den geome- 
Kurve, welche die Verbin- |trischen Ort der Schnitt- 
‚dungsgeraden der entspre- punkte der entsprechen- 
chenden Punkte umhüllen. den Strahlen. 

Wir werden nur die Eigenschaften der Erzeug- 
nisse zweier projektiven Strahlenbüschel studieren 
und dann die gefundenen Resultate direkt auf die 
Erzeugnisse zweier projektiven Punktreihen dualis- 
tisch übertragen. 

S 46. Die Gleichungen zweier entsprechenden 
‚Strahlen zweier projektiven Strahlenbüschel erster 
Ordnung sind 


r (li Bez kla) ==.0 und r (U: + k (’)) Zu: 


Bei veränderlichem k repräsentieren beide diese 
Gleichungen zusammen das Erzeugnis der beiden 
projektiven Strahlenbüschel. Wir können für dieses 
Erzeugnis nur eine einzige Gleichung bekommen, 
wenn wir aus den beiden letzten Gleichungen k eli- 
minieren. Es ist also | 


ıı rl 
rlı tl’a 


4). 


die Gleichung des Erzeugnisses zweier projektiven 
‚Strahlenbüschel. Diese Gleichung können wir auch 
in der Form 
„: dr = 6 
schreiben ($ 25). 


HT 


Satz 48: Die Gleichung 
des Erzeugnisses zweier 
projektiven Punktreihen 
erster Ordnung 


Yı -— kre und rı J- kr’s 


ıst 


Satz 48’: Die Gleichung 
des Erzeugnisses zweier 
projektiven Strahlenbü- 
schel erster Ordnung 


h + ke undn + kls 


ist 


u = 10. ıdr os 

Jetzt wollen wir die geometrische Bedeutung 
dieses Erzeugnisses studieren. | 

Um die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden 
mit unserer Kurve zu bestimmen, nehmen wir in 
dieser Geraden zwei Punkte 1» und r’» und suchen 
wir diejenigen Werte von m, welche der Gleichung 
(2). (vd+mr) PD (vo +m ro) = 0 
genügen. Diese Gleichung liefert zwei Werte für 
m, folglich liefert jede Gerade mit unserer Kurve 
zwei Schnittpunkte (die auch imaginär sein können); 
das Erzeugnis zweier projektiven Strahlenbüschel 
ist also eine Kurve zweiter Ordnung. In dieser 
Kurve liegen auch die beiden Zentren Vils und 
Vl’ıla unserer Strahlenbüschel, denn setzt man in 
der Gleichung (1) r gleich einem dieser Vektoren, 
so verschwinden in der Determinante die Elemente 
einer Zeile. Br 

Wenn alle Koeffizienten in der Gleichung (2). 
null sind, d. h. wenn 
(3). nDrn = ru dr, — ndr) —D 
ist, so genügt jeder Wert von m der Gleichung (2), 
es gehören also dem Erzeugnis alle Punkte der Ge- 


BED LETE 


raden Vryr’,.. Aus den Gleichungen (3) folgt, dass, 
wenn wir noch einen ganz beliebigen Punkt r”, hin- 
zunehmen, D’ = o ist, dann sind aber die Strahlen- 
büschel, wenn sie nicht konzentrisch sind, perspektiv 
(Satz 29”). Wollen wir die Gleichung des Erzeugnis- 
ses für diesen Fall suchen. 

Sind r. und r’. die Zentren zweier perspektiven 
'Strahlenbüschel, r, und r’, zwei beliebige nicht zu- 
sammenfallende Punkte ihrer Perspektivitätsachse, 
so können wir die beiden perspektiven Strahlen- 
büschel in der Form 


Vr v+kro) und Vrr. (w+k ro) 


darstellen, die Gleichung ihres Erzeugnisses ist also. 


rnkaltiriege te 
[er/sro] [errero]) | 


[Vrer’. Vror -Vr/or] = 0 


oder 


oder 
rueen lern. 0. 

Das Erzeugnis zerfällt also in zwei Gerade Vror’o 
und Vrer’., d.h. es besteht aus der Perspektivitäts- 
achse nnd der Verbindungsgeraden der beiden Zentren. 

8 47. Die Gleichung des Erzeugnisses zweier 
projektiven konzentrischen Strahlenbüschel erster 
Ordnung ist | 
ı, tls 


a 9) 
r ( ht a) 7 ( Ozılı + ayalı) 


oder 
Ra, (a, — 0 tV A) bl. ra, — 
- — (1 — 9. —-V Ale] =7.9; 
a a se tdade, 


ist, folglich besteht das Erzeugnis aus den beiden 
‚Doppelstrahlen (8 29). 


wo 
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Satz 49: Zwei projek- 
tive Punktreihen erster 
Ordnung bestimmen durch 
die Verbindungsgeraden 
der entsprechenden Punk- 
te eine Kurve zweiter 
Klasse, welche auch die 
Träger der beiden Punkt- 
reihen berühren; sind die 
Punktreihen perspektiv 


oder konlokal, so zerfällt 
erzeugte 


die von ihnen 
Kurve zweiter Klasse in 
ein Punktpaar, das in dem 
ersten Falle aus dem Per- 
spektivitätszentrum und 
dem Schnittpunkte der bei- 
den Träger und in dem 
zweiten Falle aus den bei- 
den Doppelpunkten gebil- 
det wird. 


8 48. 


V (hi — k; 3) (lı ee k; ls) 


der 


Satz 49: Zwei projek- 
tive Strahlenbüschel erster 
Ordnung bestimmen durch 
die Schnittpunkte der ent- 
sprechenden Strahlen eine 
Kurve zweiter Ordnung, 
welcher auch die Zentren 
der beiden Strahlenbüschel 
angehören; sind die Strah- 
lenbüschel perspektiv oder 
konzentrisch, so zerfällt 
die von ihnen erzeugte 
Kurve zweiter Ordnung 
in ein Geradenpaar, das 
in dem ersten Falle aus 
Perspektivitätsaghse 
und der Verbindungsge- 
raden der beiden Zentren 
und in dem zweiten Fal- 


'le aus den beiden Doppel- 


strahlen er wird. !) 


Nenner wir zwei Puhkte 


=1,2) 


des Erzeugnisses zweier projektiven Strahlenbüschel 


erster Ordnung. 


Verbinden wir jeden dieser Punkte 


mit allen Punkten des Erzeugnisses, so bekommen 
wir die Strahlenbüschel erster Ordnung 


Vv(h + kl)(lı +k Vs)V(lı + kl)(lı + kl’) i=1, > 


1) Vgl. H..Grassmann, Proj. Geom. d. Eb., Bi; und 


Berlin (1909), S. 69. 
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oder (nach Division durch kK— k;) 


Vvhr (Vila + Vlelı +4 k; Vlol’s)-+ k V[vhrı 2 


+ k (Vhil’a + Vlsl’4)] Viel’ 


Satz 50: 
ten eines 
zweier projektiven Punkt- 
reihen erster Ordnung 
schneiden zwei beliebige 
von ihnen in zwei projek- 
tiven Punktreihen erster 
Ordnung. 


Die Tangen- 


Erzeugnisses 


üi=12). 


Satz 50: Die Punkte 
eines Erzeugnisses zweier 
projektiven- Strahlenbü- 


‚schel erster Ordnung wer- 


den aus zwei beliebigen 
von ihnen durch zwei pro- 
jektive Strahlenbüschel er-. 
ster Ordnung projeziert.') 


8 49. Um die Schnittpunkte zu bestimmen, wel- 
che die Verbindungsgerade der Punkte vw» und ro 
mit dem Erzeugnis zweier projektiven Strahlenbü- 
schel erster Ordnung liefert, brauchen wir nur die 
Gleichung | 
(rd + mr) DPD (rn + mr’) = 0 
oder 


(4). 


in Bezug auf m zu lösen. Angenommen, wir finden 
aus dieser Gleichung die Werte m, und m,, dann 
ist das Doppelverhältnis der beiden Schnittpunkte 
in Bezug auf die Punkte ro und r’ gleich 7; (8 N. 
Sollen nun diese Punkte harmonisch koniugiert sein, 
so muss 


v®Pn +-2mn Pro + mr Pro = 0 


m = — m, 


sein, folglich muss der Koeffizient von m in der 
Gleichung (4) gleich null sein, d. h. es muss | 


—— 
—— 


ro ®r'o ooder u Bn=o 


1) Vgl. R. Böger, Eb. Geom. d. Lage, Leipzig (1900), S. 59.. 


sein. Aus diesen Gleichungen geht hervor, dass ent- 
weder ro beliebig in der Geraden &r’, gewählt wer- 
den kann, oder r’o beliebig in der Geraden Pro. | 

Die Gerade Pro heisst nun die Polare des Punk- 
tes r0 in Bezug auf unser Erzeugnis. 

Satz 51: Der Vektor| Satz 51’: Der Vektor 
des Pols einer Geraden der Polare eines Punktes 
Io in Bezug auf das Er- r, in Bezug auf das Er- 
zeugnis zweier projekti- zeugnis zweier projekti- 
ven Punktreihen erster ven Strahlenbüschel erster- 
Ordnung ist &l,, die Glei- Ordnung ist ®r,, die Glei- 
chung dieses Pols ist chung dieser Polare ist 


Ib, = 0. pn an 


8 50. Wenn r’, in der Polare von r, liegt, so 
ist (Satz 51’) | 


Y’, Dr, = o, also’auch n 915, 0 


folglich haben wir | 

Satz 52: Der Pol einer) Satz 52’: Die Polare ei- 
Geraden l’,, die durch den nes Punktes r’,, der in der 
'Polare von r, liegt, geht 
‚durch den Punkt r, hin- 
durch. 

& 51. Wenn r, dem Erzeugnis zweier projekti- 
ven Strahlenbüschel angehört, so ist (Satz 48’) 


Pol von |, hindurchgeht, 


liegt in (ler Geraden |,. 


DT 0, 


Das ist aber genau die Bedingung dafür, dass die 
Polare von r, durch den Punkt r, selbst hindurchgeht. 
Satz 53: Der Poleiner| Satz 53: Die Polare ei- 
Tangente zu dem Erzeug- |nes Punktes des Erzeug- 
nis zweier projektiven nisses zweier projektiven 
Punktreihen erster Ord- | Strahlenbüschel erster Ord- 


TR. 


nung in Bezug auf dieses nung in Bezug auf dieses 
Erzeugnis liegt in dieser Erzeugnis geht durch die- 
Tangente selbst, und um- | sen Punkt selbst hindurch, 
gekehrt. ı und umgekehrt. 


Wir können aber noch mehr bemerken. 

Zu der Bestimmung der Schnittpunkte, welche 
die Verbindungsgerade des Punktes 1, und eines 
beliebigen Punktes rt’; der Polare von ro mit dem 
Erzeugnis liefert, dient die Gleichung (8 49) | 


vv Pro + mr Dr’ — 0. 


Gehört nun ro dem Erzeugnis an, so reduziert 
sich diese Gleichung auf 


m Dro==o, 


es sind also die beiden Werte von m gleich null, 
folglich fallen beide Schnittpunkte der Verbindungs- 
‚geraden Viyr’, (d. h.. der Polare von t,) mit dem 
Erzeugnis mit 1, zusammen, also ist die Polare von 
r, die Tangente im Punkte r,. 


Satz 54: Der Pol einer| Satz 54': Die Polare eı- 
Tangente zu dem Erzeug- | nes Punktes des Erzeug- 
nis zweier projektiven 
Punktreihen erster Ord- 
nung in Bezug auf dieses 
Erzeugnis ist der Berüh- 


rungspunkt dieser Tan- | dieses Erzeugnis ist die 
gente. Tangente daselbst. !) 


nisses zweier projekti- 
ven Strahlenbüschel erster 
Ordnung in Bezug auf 


| 


8.52. Für jeden Wert von k repräsentiert der 
Vektor V(!, + kl,) (/, + kl,) einen Punkt des Er- 


1) Vgl. R. Böger, Eb. Geom. d. Lage, Leipzig (1900), S. 99. 


zeugnisses zweier projektiven (nicht perspektiven 


und 


Ordnung 


nicht konzentrischen) Strahlenbüschel erster 


+ kl, und I, + kl. 


Die Tangente in einem solchen Punkte ist (Sä- 


tze 54’ u. 51’) 


oder 


PV(l, + kl) (’, + kl,) 


VIVEP, +4k(VURHVEU IV + VGP) + 2KVER]. 


Das ist aber bei veränderlichem k das Erzeugnis 
zweier projektiven (nicht perspekt. u. nicht konlok.) 


Punktreihen 


VL, + 3kK(VE, + VGV,) und (VL, +VLO) + 2KVEl,. 


Satz 55: Das Erzeugnis 
zweier projektiven (nicht 
persp.u.nichtkonl.) Punkt- 
reihen erst. Ordn. 1 +kt, 
und Y,+kr, ist. zu glei- 
cher Zeit das Erzeugnis 
zweier projektiven (nicht 
persp. u. nicht 'konzentr.) 
Strahlenbüschel erst. Ordn. 
Vrr, +3k(Vvra + Vor’) 

und (Vrt, + Vur,) + 

+ 2k Vrr, 


Satz 55°: Das Erzeugnis 
zweier projektiven (nicht 
persp. u. nicht konzentr.) 
Strahlenbüschel erst. Ordn. 
I—+kl, und /,+kl', ist zu 
gleicher Zeit das Erzeug- 
nis zweier projektiven 
(nicht persp. u. nicht konl.) 
Punktreihen erster Ordn. 
VEr + 3k VI, + VEN) 

und (VI, + VLVY)+ 

+ 2k VL.) 


Nach den Sätzen 55’ und 49 ist das Erzeugnis 


zweier projektiven (nicht persp. u. nicht konz.) Strah- 
lenbüschel erster Ordnung eine Kurve zweiter Klas- 
se, es gehen also durch jeden Punkt der Kugel- 
fläche zwei Tangenten zu diesem Erzeugnis (die 


1) Vgl. R. Böger, Eb. Geom. d. Lage, Leipzig (1900), S. 69. 


EN 


auch imaginär sein können). Gehen durch einen 
Punkt r zwei reelle Tangenten zu dem Erzeugnis 
zweier projektiven Strahlenbüschel erst. Ordn., so 
sind diese Tangenten die Polaren ihrer Berührungs- 
punkte (Satz 54’), folglich liegen beide Berührungs- 


punkte in der Polare von 


Satz 56: Schneidet eine | 


Gerade | das Erzeugnis 
zweier projektiven Punkt- 
reihen erst. Ordn. in zwei 
reellen Punkten, so gehen 


die Tangenten in diesen, 
rungspunkte dieser Tan- 


Schnittpunkten durch den 


r (Satz 52°). 

Satz 56: Gehen durch 
einen Punkt r zwei reelle 
Tangenten zu dem Erzeug- 
nis zweier projektiven 
Strahlenbüschel erst. Ord- 
nung, so liegen die Berüh- 


Pol von | hindurch. ı gentenin derPolare vonr.!) 

8 53. Nach den Sätzen 55 und 55’ verschwindet 
ganz der Unterschied zwischen den Erzeugnissen 
zweier projektiven (n. persp. u. n. konl.) Punktrei- 
hen erst. Ordn. und zweier projektiven (n. persp. u. 
n. konz.) Strahlenbüschel erster Ordn. Wir können 
also jetzt über die Polare eines Punktes nicht nur 
in Bezug auf das Erzeugnis zweier projektiven Strah- 
lenbüschel erst. Ordn. sprechen, sondern auch in Be- 
zug auf das Erzeugnis zweier projektiven (n. persp. 
u. n. konl.) Punktreihen erst. Ordnung; ganz ähnli- 
ches gilt für den Pol. 

Die Polare eines Punktes to in Bezug auf das 
Erzeugnis zweier projektiven Strahlenbüschel erster 
Ordnung 

lı 22 kla und Uı - kl’ 
ist ®ro (Satz 51). Der Pol der Geraden Pr, in Be- 
zug auf dieses Erzeugnis ist (Sätze 55’ u. 51) 


2 [®ro Ial’s] Vhlı +2 [Bro Iıl’ı] Vlele — ([Dro hl] + _ 
+ [Bro Ialı ]) (Vtıl’s + Vlel’ı), 


1) Vlg. R. Böger, Eb. Geom. d. Lage, Leipzig (1500), S. 99. 
5 


fen 


woraus sich nach einigen einfachen Transformatio- 
nen unabhängig von einem von null verschiedenen 
Zahlenfaktor ergibt ro. En 

Satz 57: Ist Io die Polare von to in Bezug auf 
das Erzeugnis zweier projektiven (n. persp. u.n. 
konl. resp. konz.) Grundgebilde erster Stufe, so ist 
ro der Pol von I in Bezug auf dieses Erzeugnis, 
und umgekehrt. | 

Diesen Satz kann man auch ın anderer Weise, 
nämlich rein geometrisch, beweisen. Wir wollen 
z. B. den ersten Teil dieses Satzes beweisen. 


Angenommen, es sei das Erzeugnis zweier pro- 
jektiven Grundgebilde erster Stufe gegeben und es 
sei p die Polare von Pin Bezug auf dieses Erzeug- 
nis (Fig. 1; in dieser Figur sind alle sphärischen 
Geraden als ebene Gerade gezeichnet). Nehmen wir 
in p einen Punkt P., aus welchem man zwei reelle 
Tangenten zu dem gegebenen Erzeugnis ziehen kann, 
konstruieren wir diese Tangenten und verbinden wir 
P, mit P; sei diese Verbindungsgerade pı. Die Ver- 
bindungsgerade ps der beiden Berührungspunkte ist 


die Polare- von Pı (Satz 56), also muss ps durch P 
gehen (Satz 52). Weil p die Polare von P ist, so 
sind P, und P; in Bezug auf P und M harmonisch 
koniugiert, folglich sind es auch unsere beiden Tan- 
genten in Bezug auf p und pı (Satz 6), also liegt 
der Pol von p in der. Geraden pı. Nehmen wir nun 
in p einen anderen Punkt P’,, aus welchem man 
auch zwei reelle Tangenten ziehen kann, so werden 
wir ebenso beweisen können, dass in der Geraden 
p’ı, welche auch durch P geht, der Pol von p liegt. 
Der Schnittpunkt von pı und p'ı, d. h. der Punkt P, 
ist also der Pol von p. 

85+ Nach dem Satze 57 ist r der Pol von ®r: 
in Bezug auf das Erzeugnis zweier projektiven (n. 
persp. u. n. konl. resp. konz.) Grundgebilde erster 
Stufe. Es ist also 


ddr. = Atn, dor, = art, Pt + tr) = aslta + In); 
andererseits ist aber 

GB (tn +) =PPrn + YO = Alm + Astı, 
woraus folgt 


Ilm — Aglı = 83 (Im + In) 
oder 
(aı — 23) Im + (23 — 35) = 0, 
also ıst 
A = 4 == a3. 


Satz 58: Es ist im Falle zweier projektiven . 
(n. persp. u. n. konl. En konz.) Grundgebilde er- 
ster Stufe 


ddr — ar und BU = bl, 


wo a und b nicht von r und | abhängen. 


NR 


8 55. Der Strahlenbüschel Prı + k®rs schneidet 
den Träger der Punktreihe rn +krs in der Punktreihe 


| V®rvrire + KV@®rsvrite 
oder 


(BPr.tı — r®Dri.te) + k(redrarn — rıDrate), 


welche mit der Punktreihe rı + krae involutorisch 
ist (Satz 37). Wir sagen aber, dass eine Punktreihe 
und ein Strahlenbüschel involutorisch liegen, wenn 
die Punktreihe und der Schnitt ihres Trägers mit 
dem Strahlenbüschel involutorische Lage haben, also 
haben wir 


Satz 59: Die Pole aller, Satz 59: Die Polaren 
Strahlen eines Strahlenbü- aller Punkte einer Punkt- 
schels erst. Ordn. bilden |reihe erster Ordnung bil- 
eine zu diesem Strahlen- den einen zu dieser Punkt- 
büschel involutorische reihe involutorischen 
Punktreihe erst. Ordn., de- | Strahlenbüschel erst. Ordn. 
ren Träger mit der Polare |mit Zentrum in dem Pol 
des Zentrums des Strah- des Trägers der Punkt- 
lenbüschels zusammenfällt. reihe. ?) 


& 56. Angenommen, wir haben ein Erzeugnis 
zweier projektiven nicht perspektiven und nicht kon- 
zentrischen Strahlenbüschel erster Ordnung. 

Jede Sekante durch einen Punkt rı schneidet die 
Polare von rı in einem Punkte ra, welcher mit 1, in 
Bezug auf die Schnittpunkte 13 und 14 der Sekante 
mit dem Erzeugnis harmonisch koniugiert ist. Die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 
ta die Mitte der betreffenden Sehne sei, ist, dass die 


Punkte 1; und ra um 2 voneinander entfernt seien. 


t) Vlg. R. Böger, Eb. Geom. d. Lage, Leipzig (1900), S. 102. 


In der Tat, ist rg die innere oder die äussere Mitte 
der betreffenden Sehne, so ist 


T3 14 
Be enorm 


Tr 


mi = - 
Bi 


yi 
Ir 
tolglich | 
Yıla = 0; 

umgekehrt, ist Tıra = 0, so bezeichnen wir 


mi =1r3 + Ar, dann ist nn en — An, 


woraus folgt 

Ba 
Bra 
also ist r3 die ınnere oder die äussere Mitte der 
betreffenden Sehne. 

Durch den Punkt vı kann man unendlich viele 
Sekanten ziehen. Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass seine Polare durch die Mit- 
ten 12, Vs, Ya. aller Sehnen hindurchgehe, ist, 
dass tı um 2 von allen Punkten seiner Polare ent- 
fernt sei; man nennt dann den Punkt rı ein Zentrum. 

Man fragt nun: Gibt es Punkte, welche um ur 
von ihren Polaren entfernt sind? 

Nehmen wir drei beliebige feste Punkte 1; (i=1,2, 3), 
die der Einfachheit wegen.ein Oktant bilden. Gibt 
es ein reelles Zentrum, so müssen sich solche reellen 
Werte für x, i=1,2, 3) finden lassen, für welche 


12 — 2*2n?=o oder X — + ’ 


S 3 A 5 xt; 


i1 i—1 


ist. Multiplizieren wir diese Gleichung skalar nach- 
einander mit K(k=1, 2, 3) so bekommen wir 


(5). A » xy > x rır ®r; (ko==.172.73) 
i ee! 4 


NONE 
oder 


i=3 1 N £ 
(6). (Dr, — Sr, ) 2 Ki (k=1, 2,3). 


Wenn wir nun aus diesen drei Gleichungen x; 
(i=1, 2,3) eliminieren, 8o bekommen wir 


Iudn— In? HOr ı®rs 
(7). (S)= nd non — Sn? 1er; an 
u@®rs re® 13; YBPr3— Sr; 2 


Das ist eine in S kubische Gleichung, sie liefert 
also drei Werte für S. Wir können jetzt in bekann- 
ter Weise zeigen, dass alle diese drei Werte reell 
sind. | 

Angenommen, wir finden für S eine komplexe 
Wurzel r + sı und die damit berechneten Werte für: 
x(k=1,2,3) seien & + ıl (k=1, 2,3). Setzen wir 
diese Werte in die Gleichungen (5), so bekommen 
wir zwei Systeme von Gleichungen 


| N 8 
— N)? 2% &tı®r und (+)? = N NnDr; 
= ia 
| (ke 


Multiplizieren wir die Gleichungen des zweiten 
Systems mit & (k=1, 2, 3), die Gleichungen des er- 
sten Systems mit Yx (k=1,2,3) und subtrahieren 
wir die Summe dieser letzten von der Summe der 
drei ersten Gleichungen, so bekommen wir er 


i=3 
so 2 (N) 0, 

i—1 
woraus folgt 

Sin, 
folglich ist S reell. 
Alle drei Werte für S sind reell; sie sind auch 
von null verschieden, denn ist etwa ein Werft null, 


so ist der bekannte Term in der Gleichung (7) null, 
dann würden aber unsere projektiven Strahlenbü- 
schel entweder perspektiv oder konzentrisch (88 25 
u. 26), was der Voraussetzung widerspricht. !) 

8 57. Es ist wohl denkbar, dass zwei oder alle 
drei Werte für S einander gleich sind. Wir wollen 
uns mit diesen beiden Fällen befassen. 

Ist Sı eine zweifache Wurzel, so muss die Glei- 


chung 
Ps -g)=o 


für o die zweifache Wurzel null besitzen. Bezeich- 
nen wir die filemente in der Determinante % (Sı) 
mit &. und die entsprechenden Minoren mit A;, so 
ist die Gleichung in o 


| ? S 
6, rot,” 12 Öjs 
o (Sı—s) — Ö, p) Ög2 ol, 2 Ö, 3 ir 29 2y3 ul ne 
Ö13 De osscküte 


+ statt? + Ögetz dt? + Ögatı te)? + (A, + 
+ Ast +, N) oo +p SS) = 0. 


Soll nun diese Gleichung zweifache Wurzel null 
haben, so muss 


S)=o und A, 1,’ + Agsra?+ 4,1,’ = 0 


sein. Diese Bedingungen werden erfüllt, wenn alle 
Minoren A, null sind. Wir wollen beweisen, dass 
diese letzte Bedingung nicht nur genügend, sondern 
auch notwendig ist. 

Angenommen, es sei 9 (S,) = o, aber nicht alle 
Minoren von A, würden null. In diesem Falle re- 


1) Vgl, M.—Fr. Daniels, Essai de geom. sph., Fribourg 
(1907), S. 158. | 


De N 
duziert sich das System der Gleichungen 


811Yı t+dısYatbısYs = dısYıtdssystssys 
613Yı + 62533 + 03395 — 0 


auf zwei voneinander unabhängige Gleichungen, aus 
welchen wir für y; i=1, 2,3) die Werte finden, die 
nicht alle null sind und für welche gilt 


Yı:Ya:Ys =Jı?:Yıya : Yıys = A ı sa 
Yı:Y2:Js =yYıYı Sa’: Say As a 
Yı :Y2:Ys = Yayı :YsYa: Ja? > A,u Sa va 


Der Koeffizient von s 
i=3 13 
& Str =pmevere 
il il 


ist jetzt nicht null, folglich kann S, nicht eine zwei- 
fache Wurzel sein. Soll also unsere Gleichung eine 
zweifache Wurzel S, besitzen, so müssen alle Mino- 
ren A, null sein, d. h. es muss 


S N SR N! N DR S N er 

(8) 622033 —023? = 0, 9391 013° = 0, ud —az? = 0, 
. S NIE SUN FEN x NIE 
Mradıs—d1d2s>0, 62301. —022dı3 0, dıadas —033012—0 


sein. 

Soll S, eine dreifache Wurzel sein, so muss aus- 
ser den Bedingungen (8) noch eine erfüllt sein, es 
muss nämlich auch der Koeffizient von o? null sein. 
Diese Bedingungen können aber nur dann nebenein- 
ander bestehen, wenn alle 4x null sind; denn aus 
den zwei ersten Gleichungen von (8) folgt, dass $ii 
G=1,2,3) gleiche Zeichen besitzen, der Koeffizient 
von s? kann also nur dann gleich null sein, wenn 
&=0 i=1,2, 3) sind, dann müssen aber auch 6,5, 
&,,; und ö,, gleich null sein (aus dem Grunde der 
drei ersten Gleichungen von (8)). Die Gleichung 


(7) (8 56) besitzt also dann und nur dann eine drei- 
fache Wurzel S,, wenn die Bedingungen 


‚u®n =Sın?, 13®rs = Stra 2 13®Pr3 = Sıra er 
u$r = nd; =; PDrı = 0 


erfüllt sind. 1) 

S 58. Angenommen, es seien alle drei Werte 
von S voneinander verschieden und zwar gleich 8; 
i=1, 2,3). Jedem dieser Werte entspricht ein reel- 
les Zentrum, es gibt also drei reelle voneinander 
verschiedene Zentren 

i—3 = 
Bu xt, > x; und I SU. 
1 

Wir haben jetzt drei Systeme von Gleichungen 

($ 56, Gl. (5)) | 
i=3 1 
Ir? = I Kin, Sort? = I ride, 


it | 


s > 


3 
SxX’ tk? =, x", Br; (ke 1,72, 3). 
=! 


Multiplizieren wir die Gleichungen des zweiten 
Systems mit x’, (k=1,2,3) und subtrahieren wir 
ihre Summe von der Summe der mit x”; (k=1, 2, 3) 
multiplizierten Gleichungen des ersten Systems. 
Wir bekommen 


(Sı—S;) (x’ ıtı +X’atz+x’ eis (x"ı "nx'rs +x"313) = 0, 
woraus folgt | | 


(Kurt + Xetra + x’stz) (Kırı + xXarı + x N =o0, 


ü Val. M.-Fr. Daniels, Essai de geom. sph., Fribourg 
(1307), S. 160. Rei SELL : 


a, Se 
folglich sind beide ersten Zentren um = voneinan- 
der entfernt. Dasselbe können wir für zwei andere 
Paare der Zentren beweisen, also bilden die drei 
Zentren ein Oktant. !) 

S 59. Angenommen, die Gleichung (7) (S 56) be- 
sitzt eine zweifache Wurzel S.. Wenn wir diesen 
Wert in die Gleichungen (5) ($ 56) einsetzen, so re- 
duzieren sie sich nur auf eine einzige Gleichung 
(8 57), es entsprechen also dem Werte 8, unendlich 
viele Werte von x; i=1, 2,3), d.h. unendlich viele 
Punkte. Alle diese Punkte zusammen bilden eine 
sphärische Gerade, deren Vektor ist (Gl. (6) S 56) 


St —Sırı oder Pra—Sıraz oder Pra—Sırs. 


Man kann beweisen, dass alle Zentren, die der 
zweifachen Wurzel entsprechen, um * von dem der 
einfachen Wurzel entsprechenden Zentrum entfernt 
sind, d.h. die Gerade der Zentren fällt mit der Po- 
lare des getrennt liegenden Zentrums zusammen 
(der Beweis ist solcher wie im $ 58). 2) 

8 60. Die Gleichung des Erzeugnisses zweier 
projektiven Strahlenbüschel erster Ordn. können 
wir in der Form 


(Xıtı + zarte + xst3) P (xıtı + Xete + Xi) = 0 


schreiben (Satz 48°), wo x; i=1, 23) als veränder- 
lich zu betrachten sind. 

Nehmen wir ım Falle aller verschiedenen Werte 
von S die drei Zentren als Punkte 1; i =1, 2, 3), im 


') Vgl. M.-Fr. Daniels, Essai de geom. sph., Fribourg 
(1907), S. 162. 

2) Vgl. M.—Fr. Daniels, Essai de geom. sph., Fribourg 
(1907), S. 163. | | 


Falle zweier gleichen Werte von S zwei beliebige- 
um Ü voneinander entfernte Punkte der Geraden 
der Zentren und das getrennt liegende Zentrum und 
im Falle dreier gleichen Werte von S drei beliebige- 
fi" Oktant bildende Punkte der Kugelfläche, so: 
autet die Gleichung des Erzeugnisses 


=—8 
ım ersten Falle $ Sry? x? = 0, 
Pau 


j 2 
im zweiten Falle 9; 3 12? Ss 'xs?= 0, 


il 


i—=8 
im. dritten Falle 3 1? x? = o. !) 


1 


Wir sehen jetzt, dass im dritten Falle das Er- 
zeugnis eine imaginäre Kurve ist; dieser Fall kann 
also nicht zum Stande kommen, wenn beide projek- 
tive Grundgebilde erster Stufe reell sind. 

8 61. Besitzen alle Werte von S gleiche Zei- 
chen, so ist ebenso im Falle der verschiedenen Wer- 
te wie auch im Falle zweier gleichen Werte das. 
Erzeugnis imaginär. Wenn wir also reelle projekti- 
ve Grundgebilde erster Stufe betrachten, so können 
nicht alle Werte von S gleiche Zeichen besitzen; 
es sind also dann entweder zwei Werte positiv und 
ein Wert negativ oder umgekehrt; im zweiten Falle 
können wir alle Zeichen in der Gleichung des Er- 
zeugnisses ändern und dadurch erreichen wir, dass: 
in dieser Gleichung zwei Terme positiv werden und 
ein Term negativ. 


- 1) Vgl.‘M.—Fr. Daniels, Essai de geom. sph., Fribourg 
(1907), S. 163. 


BER LEN 

Die Gleichung: des reellen Erzeugnisses ist also 

entweder @ı?rı?xı? 4 @z?13 °x3? — Oz dız2x;? = 
oder ®,2 (12x12 4 13?x3?) — 95213 ’3?—= 0. 


Führen wir die Polarkoordinaten ein, wobei wir 
rs als Pol und Vtzr, als Polarachse betrachten. Wir 
‘werden also die Lage eines Punktes P durch Ampli- 
'tude ? und Radiusvektor P bestimmen (Fig. 2). 


Der Einheitsvektor des Punktes P; ist 


12) 
Ita 


1ı 
tl 


+ cos © . 


sin®.» 


’ 


der Einheitsvektor des Punktes P ist 


3 v’3 ” t3 
ne 2 Try 0 Va 
oder 


; N Tz 1% t: 
.‚Sın (sing. Ta cosY +» Er) — cosf-® 19 


tz | | h) 


ee or 
Soll dieser Punkt dem Erzeugnis angehören, so: 

müssen 
sin P. cos 9 sin P. sin cos p 


=. —,Xx:ı = = 
ie Peer On eg 


der Gleichung des Erzeugnisses genügen, es muss; 
also im Falle dreier verschiedenen Werte von S 


012 c0829 + Wg? sin?Y 
2 Der 


ctg? pP = 


and im Falle zweier gleichen Werte von S 
w,2 


W; 2 


En 


sein. 

Im ersten Falle ist das Erzeugnis eine um den: 
Punkt r3 heruimgeschlossene Kurve (weil jedem Wer-- 
te von % zwei reelle von null verschiedene Werte 
von P entsprechen), welche symmetrisch in Bezug auf 
die Verbindungsgeraden der Zentren liegt (Fig. 2); 
man nennt deshalb diese Verbindungsgeraden die: 
Achsen der Kurve. !) 

Im zweiten Falle ist das Erzeugnis ein Kreis: 
mit Zentrum in rs. 

Satz 60: Das Erzeugnis zweier projektiven nicht. 
perspektiven und nicht konlokalen resp. konzentri-- 
schen reellen Grundgebilde erster Stufe ist entwe- 
der eine geschlossene Kurve zweiter Ordnung mit 
drei Zentren oder ein Kreis; im ersten Falle bilden. 
die drei Zentren der Kurve ein Oktant und die: 
Kurve liegt in Bezug auf ihre Beeren 
symmetrisch, 


1) Vgl. M.—Fr. Daniels, Essai de geom. sph., Fribourg. 
(1907), S. 164. 


TR 
8 62. Es ist (Satz 58) 
Vdrn =ar; 


‘wenn nun 1; ein Zentrum ist, so folgt aus der letz- 
ten Gleichung 


Stun =an oder d, = 5 Ya 


i 


Satz 61: Ist r; eine Achse, so ist 


'wo a für jede Achse denselben Wert hat. 

8 63. Angenommen, wir haben vier Punkte r; 
(i=1,2,3, 4). Man fragt nach allen denjenigen Pun- 
kten r der Kugelfläche, für welche die Geraden 
Ver i=1,2,3,d ein :gegebenes Doppelverhältnis g 
besitzen. 

Alle solche Punkte und nur. solche BeRNBER der 
‘Gleichung (8 1) 


Vymvirs Vyruvim 


VyrtzVite Vyrtivite 
:oder 


9.  frun]. rn] — g [mn]. [ron] = 0. 


Das ist nun die Gleichung des gesuchten geome- 
trischen Ortes. Diesem geometrischen Ort gehören 
‚auch die Punkte 1; i=1,2,3, 4) an, weil diese Pun-. 
kte der letzten Gleichung genügen. 

Der gefundene geometrische Ort ist eine Kurve 
zweiter Ordnung. 

Liegen drei der Punkte 1; i =1, 2, 3, 4), etwa tx 
«k = 1, 2, 3), in einer Geraden, d. h. ist ehr ng = 
=11ı 4 nts, so nimmt die Gleichung (9) die Form 


eN, ET te] . [r tı + = tg vl =0 


an, Wir haben also in diesem Falle zwei Gerade: 
Vur und V(n +7 re)ts; die zweite Gerade ist die 
Verbindungsgerade des Punktes ty, mit demjenigen 
Punkte der Geraden Vrire, welcher mit den Punkten 
tx k=1, 2,3) das Doppelverhältnis & besitzt (S 7). 

Liegen alle vier Punkte 1; i=1, 2,3, 4) In einer 
Geraden, d.h. ist my =u—-+nr und mu =n--n/ts, 
so nimmt die Gleichung (9) die Form 


ee va 
(& — ;)Iınn]?=o 
an. Wenn also — == g ist, so besteht der gefunde- 


ne geometrische Ort aus zwei zusammenfallenden 
Geraden Vrıra; wenn aber ,—=g ist, mit anderen 
Werten wenn (trstzu)=g ist (S 7), so genügt der 
Gleichung unseres geometrischen Ortes jeder Punkt 
der Kugelfläche. Das letzte ist auch aus dem Satze 
von Pappus (Satz 6) klar. 

S 64. Die Gleichung (9) ($ 63) können wir auch 
in der Form 


er 
pt 
per 
u 
hr 
w 
nd 
ue) 
war} 
zur? 
- 
ja 
oo. 
»> 
se 


schreiben, wir können also unsere Kurve als das 
Erzeugnis zweier projektiven Strahlenbüschel erster 
Ordnung 


betrachten (S 46). 

Jetzt betrachten wir die Sache umgekehrt. An- 
genommen, wir haben das Erzeugnis zweier projek- 
tiven Strahlenbüschel erster Ordnung 


, +kl, und !, + kY.. 


DIRT ER 
Nehmen wir vier beliebige Punkte dieses Er- 
zeugnisses | 
he V (l, = k; 1) (v, + k; r,) i=1, 2, 3, 4). 
Der geometrische Ort der Punkte r, für welche 
die Geraden Vrr; üi=1, 2, 3,4) das Doppelverhältnis 
Be 
k,—k, k—k 
besitzen, ist ($ 63, Gl. (9)) 
(ks—Kk;) (k,—k;) 
(Ks—k,) (K,—k}) 


[rrırs] . [r Tara] — [t tra]. [t tarz] =0, 
woraus sich nach einigen einfachen Reduktionen 
ergibt | 

a 


Satz 62: Den geometrischen Ort der Punkte, 
von welchen jeder mit den vier gegebenen Punkten 
1; i=1,2,3,4) verbunden die Geraden liefert, die 
das gegebene Doppelverhältnis & besitzen, können 
wir als das Erzeugnis zweier projektiven Strahlen- 
büschel erst. Ordn. betrachten, und umgekehrt. 

S 65. Soll die Kurve (9) ($ 63) durch einen fünf- 
ten Punkt r; hindurchgehen, so muss g der Gleichung 


[tstira] . [tstera] en [rstıra] . [tsrats] == 0 
genügen. Es ist also 


[t tıta] ir Yata] [t Yıta] . [t tatz] 
[rstars] . [vsteta] [rstira] . [stars] 


===2.40 


die einzige mögliche Kurve, welche durch die fünf 
Punkte 1; fi = 1,2, 3,4, 5) hindurchgeht und deren 
Punkte r der Bedingung 


SAN; DAR 


(Vıer, Ver, Ver, Vers) =const. 


genügen. Weil aber solche Kurven identisch mit 
den Erzeugnissen projektiver Grundgebilde erster 
Stufe sind (Satz 62), so ist die letzte Kurve das 
einzige mögliche Erzeugnis, das durch diese fünf 
Punkte hindurchgeht. 


Satz 63: Das Erzeugnis | Satz 63" Das Erzeugnis 
zweier projektiven Punkt- | zweier projektiven Strah- 
reihen erst. Ordn. ist durch | lenbüschel erst. Ordn. ist 
fünf Tangenten |; (i=1,2,3,4,5) durch fünf Punkte 1; i—12, 
vollkommen bestimmt; sei- | 3,4,5) vollkommen bestimmt; 
ne Gleichung ist seine Gleichung ist 


| [LITER] TEL [EL] ’ 
| [11] [;1;(] IL, L] ARM Pier] Iyr;r,] rt] ar Ka 


S 66. Es seien gegeben sechs Punkte r; (i=1, 2, 3, 
4,5,6). Verbinden wir diese Punkte der Reihe nach 
miteinander, so bekommen wir ein Sechseck. Liegen 
die Schnittpunkte der gegenüberliegenden Seiten in 
einer Geraden, so ist 


| w;r,] e;t,] ert,] [rt | 


| sa 


[Vvrirevrars Vvrarsviste Vvistaviet] — 0, 


und umgekehrt. Diese Gleichung nimmt aber nach 
einigen einfachen Reduktionen die Form 


[rerirs] . [verara] [terıra] . [rerers] | 
| [rstırs] . [rsrare] [rorira]. [toren] | x 
an, folglich gehört der Punkt re dem Erzeugnis zweier 
projektiven Strahlenbüschel erst. Ordn. an, welches 
durch die Punkte r; (i=1,2,3,4,5) bestimmt ist (Satz 63°). 

Satz 64: Satz von Brian- | Satz 64’: Satz von Pas- 
chon: Gehen die Verbin-| cal: Liegen die Schnitt- 
dungsgeraden der gegen- | punkte der gegenüberlie- 

6 


BIER 


überliegenden Ecken  ei- | genden Seiten eines Sechs- 
nes Sechsseits durch einen |ecks in einer Geraden, so 
Punkt, so berühren alle | liegen allesechs Eckpunkte 
sechs Seiten ein Erzeug- | auf einem Erzeugnis zwei- 
nis zweier projektiven |er projektiven Strahlen- 
Punktreihen erster Ordn., | büschel erst. Ordn., und 
und umgekehrt. umgekehrt. ?) 

8 67. Denkt man sich das bisher als fest ange- 
nommene Doppelverhältnis & veränderlich, so stellt 
die Gleichung (9) ($ 63) den ganzen Büschel von 
den Kurven zweiter Ordnung dar, welche durch die 
vier Punkte rt; (i=1, 2, 3, 4), die Grundpunkte des Bü- 
schels, hindurchgehen. Jedem Werte von g ent- 
spricht in diesem Büschel eine Kurve zweiter Ord- 
nung. Den Werten & = o und g == entsprechen 
die Kurven 


[ei]. [etatı] = 0 und Iren). .eoeı oo 
dem Werte & —- 1 die Kurve 


[era] - rad) — [en] - [en] = 0 
oder 
[Vrt, Yu Veen) 9 
oder 
Chr] eu): 


Satz 65: Es ist Satz 65’: Es ist 
LI) — gli). 0 | at).-eri)—-glenlInYl=0 


bei veränderlichem g die bei veränderlichem g der 
Schar von den Kurven | Büschel von den Kurven 
zweiter Klasse, welche zweiter Ordnung, welche 


( 


1) Vgl. M.—Fr. Daniels, Essai de geom. sph., Fribourg 
(1907), S. 211. 


die vier Geraden I; i=1,2, 


3,4) berühren; gehen drei 


von diesen Geraden durch 
einen Punkt, so besteht 
unsere Kurvenschar aus 
den degenerierten Kurven 
zweiter Klasse, von wel- 
chen jede diesen Punkt 
enthält; in jedem Falle 
aber gehören der Schar 
drei degenerierte Kurven 
zweiter Klasse an, nämlich 
diejenigen, welche den Pa- 
rameterwerten g == 0, 00, 
1 entsprechen; diese drei 
Punktpaare sind gerade 
die drei Paare Gegenecken 
des vollständigen Vier- 
seits, welches die vier Ge- 
raden |; (i=1,2,3,4) zu Sei- 
ten hat. 


'durch die vier Punkte r; 
(=1,2,3,4) hindurchgehen; 
liegen drei von diesen 
Punkten in einer Geraden, 
so besteht unser Kurven- 
büschel aus den degene- 
rierten Kurven zweiter 
Ordnung, von welchen jede 
diese Gerade enthält; ın 


jedem Falle aber gehö- 


ren dem Büschel drei de- 
generierte Kurven zweiter 
Ordnung an,nämlich dieje- 
nigen, welche den Parame- 
terwerten X 0, 00, 1 ent- 
sprechen; diese drei Gera- 
denpaare sind gerade die 
drei Paare Gegenseiten 
des vollständigen Vierecks, 
welches -die vier Punkte 
| t; (=12,3,4) zu Ecken hat.') 


VI. Projektive Grundgebilde zweiter Stufe. 


S 68. Das Erzeugnis 


zweier projektiven Strah- | projektiven 
lenbüschel erster Ordn. ist 


Ve + kl) HK) 


Das Erzeugnis zweier 
Punktreihen 
| 

erster Ordnung ist 

| 

| 


| Vu+ku)@', + kr) 


ı) Vgl. H. Grassmann, Proj. Geom. d. Eb., Leipzig und 


Berlin (1909), 8. 84. 


BER Ss 


oder 
RK t+kNe + kN 


(wo Rı —Vhlh, Ns==Vlel’ 
und Re Vh la + VL’, ist). 

Umgekehrt, Nı +KNRs+ 
—+ k2%; können wir, wie 
auch die Vektoren Y%; i1, 
2,3) sein mögen, als das 
Erzeugnis zweier projek- 
tiven Strahlenbüschel er- 
ster Ordnung 


VR+KkNE)Iıi—KVYNı+ 
+KRE)Rs5 
mit den Zentren Nı + 
+kNe + kN (=12) be- 
trachten. 
Wir nennen 


Sı +KNs+kK?Ns 


' oder 
+ kKk%-+k2P; 


(wo = Vrrh, B=Vrgr’ 
und %=Vrir’as+-Vrari ist). 

Umgekehrt, % +k% + 
+ k?%,; können wir, wie 
auch die Vektoren % (il, 
3,3) sein mögen, als das 
Erzeugnis zweier projek- 
tiven Punktreihen erster 
Ordnung 


V&+k%)4ı KV + 
+k;%a)Ys 

‚mit den Trägern 4 + 

+ kit + kj?%s (j=1,2) be- 

‚ trachten. 

Wir nennen 


U +k&+k2% 


| 


| 


eine krumme Punktreihe |einen krummen Strahlen- 
oder eine Punktreihe zwei- | büschel oder einen Strah- 
ter Ordnung. ‚lenbüschel zweiter Ordn. 

Die Punktreihen und. Strahlenbüschel zweiter 
Ordnung sind die Grundgebilde zweiter Stufe der 
projektiven Geometrie der Kugelfläche. 

Definition: Zwei Grundgebilde zweiter resp. er- 
ster und zweiter Stufe sind projektiv, wenn die 
Grundgebilde erster Stufe es sind, welche man be- 
kommt, wenn man jedes Grundgebilde zweiter Stufe 
durch ein Grundgebilde erster Stufe in der Weise 
ersetzt, dass man statt einer Punktreihe zweiter 
Ordnung einen Strahlenbüschel erster Ordnung nimmt, 
welcher durch die Projektion der Punktreihe aus 


irgend einem ihrer Punkte entsteht, und statt eines 
Strahlenbüschels zweiter Ordnung eine Punktreihe 
erster Ordnung nimmt, welche der Strahlenbüschel 
aus irgend einem seiner Strahlen ausschneidet. 

Aus dieser Definition folgt direkt 

Satz 66: Die Sätze 12 und 20 gelten auch im 
Falle projektiver Grundgebilde zweiter resp. erster 
und zweiter Stufe (in dem Satze 12 muss man nur 
hinzufügen: wenn die Träger der in Betracht kom- 
menden Grundgebilde zweiter Stufe gegeben sind). 

S 69. Projeziert man jede von zwei projektiven 
Punktreihen zweiter Ordnung zuerst aus einem Punk- 
te ihres Trägers und dann aus einem anderen, so 
bekommt man zwei Paare projektiver Strahlenbü- 
schel erster Ordnung (8 68, Def.): 


h+kle und I"ı-+kl"s, Yı+kl’ und Y’,+kl”s. 


Waren hier die Vektoren Iı, Is, Yı und ls so ge- 
wählt, dass die Strahlen Ihı und /ı, & und Ps, ı +Ie 
und Iı+l’, dieselben Punkte projezieren, so können 
die beiden projektiven Punktreihen zweiter Ordnung 
in der Form 


V(h+k's) (Yı +tkl’;) und V(l",+kl"s) (”ı+-kl’”s) 
an 


Yı +-kN: + k? Rs und Wı +kWa + kW; 


dargestellt A wo für jeden Wert von k beide 
letzte Vektoren zwei entsprechende Elemente re- 
präsentieren. - 

Satz 67: Projektive Grundgebilde erster und 
zweiter Stufe können in der Form 


v—+kr ud ri +kNe + k!N 


und projektive Grundgebilde zweiter Stufe in der 
‘ Form 


NEN 
Rt KkNE+K!N und Kı kN, + KW; 


dargestellt werden, wo für jeden Wert von k beide 
diese Vektoren zwei entsprechende Elemente reprä- 
sentieren. | 

Zwei projektive konlokale Punktreihen zweiter 
Ordnung kann man in der Form 


N. Vi +Kb)(lı + kl) und 
\ %ıe+Kas at ka; 
v (1 + I 6 — 2 ) 
N Aıtkas ) eu, 


darstellen. Es muss aber für jeden Wert von k 


(ü khı +, + we le 


= (tv 3 /ı + I, lı + 5 
sein (Satz 62), woraus folgt (8 7) 


Aatka _ We tKkass, 
Aıtkası asıı Ka’, 


Wenn wir das in (1) einsetzen, so bekommen wir 


Kan ka, 
Kıt+kNRstk2N; und N en: nee ) I. 
ai 18 21 


Satz 68: Zwei projektive konlokale Grundgebil- 


de zweiter Stufe können entweder in der Form 


At K A22 at kaya\ ? 
AP} syn 2 Im Sr 
urkN- KEN, und, er Be Rt e: | 6) N; 


oder ın der Form 


ar; —ia Aı: —)a 4 N | 
Ben a N, und Rt ARE + AN, 


Aa Rrı Aa iAzı 


dargestellt werden. 

S 70. Projeziert man zwei projektive konlokale 
Punktreihen zweiter Ordnung aus einem beliebigen 
Punkte des gemeinsamen Trägers, so bekommt man 
zwei projektive konzentrische Strahlenbüschel erster 
Ordnung. Sind diese Strahlenbüschel gleichsinnig, 
so sind es auch unsere Punktreihen, besitzen diese 
Strahlenbüschel reelle Doppelelemente, so tun es 
auch unsere Punktreihen, u. s. w. 

Satz 69: Die Sätze 30, 32, 33 und 34 gelten 
auch im Falle zweier projektiven konlokalen Grund- 
gebilde zweiter Stufe. 

& 71. Seien In und W nm, Rn und W„ zwei Paare 
entsprechender Punkte zweier projektiven konloka- 
len Punktreihen zweiter Ordnung und entspreche 
das erste Paar dem Werte kı, das zweite Paar dem 
Werte k.. Es ist nun 


1 Re Ara RE en 

k,—kK)lz,. + Kı oa kala,ı +Kı A: )] n Im 

2.26 Fe 3 NEE (Aıı +Kk2a,,)? a ige: 
(K—kı)[aıs-+Kass —Kılaı + kan; ı)] De 


eine Gerade, welche durch den Schnittpunkt der 
Geraden VRR. N, und VRR, Wm hindurchgeht; sie ist 
von den Parameterwerten k;(i=1, 2) ganz unabhängig. 


1) Wir bezeichnen VRR,=% u. s. w.; ebenso VEN, 
US. W. 


Satz 70: Sind N; und W’; 
(i=1,2,3,..) die entsprechen- | 


den Punkte zweier projek- 
tiven konlokalen Punkt- 
reihen zweiter Ordnung, 
so liegen die Schnittpunk- 
te der Verbindungsgera- 
den VRR’, und VRR 
in ein und derselben 
Geraden a, L&ı — (a, ı — 
— 0,3) — Q;ı %s, welche 
wir die Projektivitätsachse 
der beiden Punktreihen 
nennen. 


s 2 
8 72. 


Satz 70: Sind % und ® 
(i=1, 2,3...) die entsprechen- 
den Strahlen zweier pro- 


jektiven konlokalen Strah- 


lenbüschel zweiter Ordn., 
so gehen die Verbindungs- 
geraden der Schnittpunkte 
Ven?, und V2,2%. durch 
ein und denselben Punkt 
Are Nı — (&,ı — A22) R— 
—Q5, 3, welchen wir das 
Projektivitätszentrum der - 
beiden Strahlenbüschel 
nennen. !) 


Die Werte von k, welche den Schnittpunk- 
ten der Projektivitätsachse 


mit dem gemeinsamen 


Träger der beiden projektiven konlokalen Punktrei- 
hen zweiter Ordnung angehören, bestimmt man aus 


der Gleichung 


(R+kR,+Kk’R,) [a ıı — 


oder 


Qaı ki (ea, 


Has)Er 


(a, ı— 23) %,— 0,1%] =o0 


Das ıst aber genau die Gleichung für die Be- 


stimmung der k’s 

Satz 71: Die Projekti- 
vitätsachse zweier projek- 
tiven konlokalen Punkt- 
reihen zweiter Ordnung 
schneidet den gemeinsa- 
men Träger der beiden 


1) Vgl. M.-Fr. 
(1907), S. 238. 


Daniöls, 


der Doppelelemente. 


Satz 71’: Die Tangenten 
aus dem Projektivitätszen- 
trum zweier projektiven 
konlokalen Strahlenbü- 
schel zweiter Ordnung zu 
dem gemeinsamen Träger 


Essai de geom. sph., Fribourg 


jektivität. 


a 


Punktreihen in den beiden | der beiden Strahlenbüschel 


Doppelpunkten der Pro- | gezogen sind die beiden 
ei der Pro- 


' jektivität. !) 
$ 73. Die unendlich benachbarten Punkte 


YatkNis+k’NR und ı+kNs +kKN: + (Ne-+2k R;) dk 


einer Punktreihe zweiter Ordpung bestimmen die 


Tangente 


VRı + KR: + KR) (Re + 2kNs) = 3 —2kla + KL, 


zu dem Träger der Punktreihe. 

Satz 72: Die Tangenten | Satz 72’: Die Berührungs- 
in allen Punkten einer punkte aller Strahlen ei- 
Punktreihe zweiter Ord- nes Strahlenbüschels zwei- 


nung ‚ter Ordnung 
Rt | 3 Arkbrkt 


zu dem Träger der Punkt- | mit dem Träger des Strah- 
reihe bilden einen zu die- lenbüschels bilden eine 
ser Punktreihe projekti- | zu diesem Strahlenbüschel 
ven Strahlenbüschel zwei- | projektive Punktreihe 


ter Ordnung | zweiter Ordnung 
% — 2k% + k2Lı. N —2k Ne + k’ihı. ’) 


S 74. Sind zwei projektive konlokale Punktrei- 
hen zweiter Ordnung 


aut Aatk Di aa ka, E 
NtkR+ki, und Er RES R,—+ ue 


1) Vgl. M.—Fr. Daniels, Essai de geom. sph., Fribourg 
(1907), S. 229. 

2) Vgl. M.—Fr. Daniels, Essai de geom. sph, Fribourg 
(17), S. 226. 


gegeben, so sind dadurch auch zwei projektive kon- » 
lokale Strahlenbüschel zweiter Ordnung 


k k 
Y—2k%g+k2, und 3 —2 ler ER + al $, 
aut kazı 


autka.ı N 
bestimmt (Satz 72). Das Projektivitätszentrum die- 
ser beiden Strahlenbüschel ist (Satz 70’) 


it, 


2013 V%akı — (ar ı — Aa2e) Va r 205, Verl, 
oder nach Division durch — [RıXet; ] | 
2 %9ı 34 ei em — Ay3) u —2 Kıa Rai 


Satz 73: Durch eine; Satz 73’: Durch eine 
krumme Punktprojektivi- krumme Strahlenprojekti- 
tät ist die Projektivitäts- vität ist das Projektivi- 
achse tätszentrum 


a9 — (A A) — A | Ha (a Ra) Nana Na 


und das Projektivitätszen- und die Projektivitäts- 
trum | achse 
2dgı. R—(aıı 22) R- 2412013 | 21% (ea) — 20123 


bestimmt.  besti mmt. 


$ 75. Genau so, wie wir im Falle (ler konloka- 
len resp. konzentrischen Grundgebilde erster Stufe 
über die Involution gesprochen haben, können wir 
es auch jetzt tun, wenn es sich um die konlokalen 
Grundgebilde zweiter Stufe handelt. 

Satz 74: Die Sätze 37, 38, 39, 41 und 42 gelten 
auch im Falle zweier konlokalen Grundgebilde zwei- 
ter Stufe. 

8 76. Die Projektivitätsachse und das Projekti- 
vitätszentrum werden im Falle einer krummen In- 


vr: (a 


volution die Involutionsachse und das Involutions- 
zentrum genannt. 

Mit Rücksicht auf die Sätze 73, 73’, 37 und 74 
können wir folgende Sätze formulieren: 

Satz 75: Durch eine, Satz 75: Durch eine 
krumme Punktinvolution |krumme Strahleninvolu- 
ist die Involutionsachse |tion ist das Involutions- 
zentrum 


Katı — 2a a — ala | : M 
en, — 2 Alfa — &gı a 


und dasInvolutionszentrum \ ß 
'und die Involutionsachse 


18] a) ar 
Azılı — Auf — ao =T 


bestimmt. | bestimmt. 


Weil nun 


'&gı TR — Ag 
1 k k? 
| = 09 und 
re a Mark, ? 
a aa 
%ıtkaz, \aııt+Ka,, 
ya — 20,1 —sı 
k? Fu K 1 
==3,0 


Ga 9; ai z “a —kKaı,, 


ist, so haben wir 

Satz 76: Die Verbindungsgeraden der entspre- 
chenden Punkte einer krummen Involution gehen 
durch ihr Involutionszentrum und die Schnittpunkte 
der entsprechenden Tangenten liegen in ihrer Invo- 
lutionsachse !). 


i) Vgl. M.—Fr. Daniels, Essai de geom. sph., Fribourg 
(1907), S. 231. | | 


& 77. Istein Erzeugnis zweier projektiven Grund- 
gebilde erster Stufe gegeben, so ist jedem Punkte 
P resp. jeder Geraden p eine und nur eine derartige 
krumme Punktinvolution, deren Träger das gegebene 
Erzeugnis und deren Zentrum der Punkt P resp. 
deren Achse die Gerade p ist, zugeordnet. Denn 
haben wir etwa einen Punkt P, so bringen wir durch 
ihn zwei Gerade, welche das Erzeugnis in den 
Punkten A, A’ und B, B’ schneiden; die durch die 
Paare A, A’ und B, B’ bestimmte Involution ist die 
gesuchte (Satz 76); weil aber jede Involution, für 
welche P das Zentrum ist, mit der gefundenen In- 
volution die Paare A, A’ und B, B’ gemein hat, so 
fällt sie mit der gefundenen Involution identisch 
zusammen, es’ ist also jedem Punkte nur eine In- 
volution zugeordnet. | 

Wir stellen jetzt folgende Definitionen auf: 

1°. Die Gerade, welche dieselbe krumme Punkt- 
involution erzeugt, wie der Punkt P, heisst die Po- 
lare des Punktes P in Bezug auf das gegebene 
Erzeugnis. 

2°. Der Punkt, welcher dieselbe krumme Punkt- 
involution erzeugt, wie die Gerade p, heisst der Pol 
der Geraden p in Bezug auf das gegebene Erzeugnis. 

Aus diesen Definitionen ergibt sich sofort 

Satz 77: Der Punkt P ist der Pol der Geraden 
p, wenn p die Polare von P ist, und umgekehrt. 

Satz 78: Die Involutionsachse ist die Polare des 
Involutionszentrums und das Involutionszentrum ist 
der Pol der Involutionsachse !). 

$ 78. Wir wollen jetzt den Vektor der Polare 
eines Punktes 19 suchen. 


1) VglvR. Böger, Eb. Geom. d. Lage, Leipzig (1900), S. 97 


Ziehen wir durch den Punkt tv zwei beliebige 
Sekanten, welche mit dem Erzeugnis die Schnitt- 
punkte 

1, tmnundr,t-4tnt 


liefern; diese Punkte bilden zwei Paare entsprechen- 
der Punkte der dem Punkte ro zugeordneten Punkt- 
involution. Die Polare von vo ist also (Sätze 78, 76, 
54’ u. 51’) 


VVor+tmn)Br Voln-ne)Pr == VVdu®n Vordrz 


oder, unabhängig von einem Zahlenfaktor, 
®ro. 


Wir sind auf denselben Vektor gekommen wie 
früher, bei der alten Auffassung der Polare (Satz 51’). 

Binso können wir finden, dass bl, der Vektor 
des Poles der Geraden |, ist. 


vn. 


$ 79. Zwei Gerade heis- | 
sen hinsichtlich eines Er- 


Koniugierte und fokale Involutionen. 


Zwei Punkte heissen 
hinsichtlich eines Erzeug- 


zeugnisses zweier projek- 
tiven Grundgebilde erster 
Stufe koniugiert, wenn die 
eine durch den Pol der 
anderen hindurchgeht. 


nisses zweier projektiven 
Grundgebilde erster Stufe 
koniugiert, wenn der eine 
in der Polare des anderen 
liegt. 


Hieraus ergibt sich direkt 


Sind zwei Ge- 
dritten koniu- 


Satz 79: 
rade einer 
giert, 


so ist ihr Schnitt- | giert, 


Satz 79’: Sind zwei Punk- 
te einem dritten koniu- 
so ist ihre Verbin- 


€). Se 


punkt der Pol der dritten 
Geraden. | 


8 80. Betrachten wir 
präsentiert der Vektor 


dungsgerade die Polare 
des dritten Punktes !). 


k als veränderlich, so re- 


tı + ku 
alle Punkte der Geraden Vrırsz und der Vektor 
Voltm-+kıe)Vrt = (+ kt) Pre. — (n+kıs) Pri.ta 


alle ihnen koniugierten Punkte derselben Geraden. 
Diese Punkte bilden zwei projektive konlokale Punkt- 


reihen 
Yı + kra und 1 — 
Es ıst aber 


(ukıs)®ri 
(u+-kts)®r; 4 


KH =hPr = — 5; 


folglich sind unsere Punktreihen involutorisch (Satz 37). 


Satz 80: Die koniugier- | 
ten Geraden, die durch 
einen Punkt gehen, sind 
Strahlenpaare der Involu- 
tion | 


(h+kl)Yl, 


I+kl, und, — 


wo Iı und 13 zwei beliebi- 
ge voneinander verschie- 
dene Gerade durch diesen 
Punkt sind; diese Involu- 
tion heisst die koniugierte 
Strahleninvolution des 
Punktes. 


(HL), 


Satz 80’: Die koniugier- 


| . . . 
ten Punkte, die in einer Ge- 
'raden liegen, sind Punkt- 


paare der Involution 


(n+kr,)dr, 
rıtkr, und 1, 0 0 

(n+tkr)ör, ” 
wo rı und ız zwei beliebi- 
ge voneinander verschie- 
dene Punkte dieser Gera- 
den sind; diese Involution 
heisst die koniugierte 
Punktinvolution der Ge- 


'raden \). 


!) Vgl. R. Böger, Eb. Geom. d. Lage, Leipzig (1900), S. 104. 


am 


S 81. Sind 1; (1 - = 1, 2) zwei beliebige Punkte 
einer Geraden, so gehen ®r; ( =1, 2) durch den 
Pol dieser Geraden, wir können also die koniugierte 
Involution des Poles in der Form (Satz 80) 


(Dri + kdrs) borı 
(Pr 4 k®rs) ur; 
(tı — kte) dr: 
(ı 4+ kr) ®ra 


Dr + kPrs und Br — 
oder (Satz 58) 
Prı +kPr und Pr — 


Ya 


DPra 


darstellen. 

Satz 81: Sind I; au |! Satz Sl’: Sind rı und ts 
zweibeliebige voneinander zwei beliebige voneinan- 
verschiedene Gerade durch der verschiedene Punkte 


! 


einen Punkt, so ist 'einer Geraden, so ist 
Yı + kb, und dh — | On +kor und dn — 
(lı + kl)Ulı | (tn + Kkr)br © 
(la + kla)bls Hs u tko)on > 


die koniugierte Punktinvo- die koniugierte Strahlen- 
lution der Polare dieses involution des Poles die- 
Punktes. ser Geraden. 

S 82. Es ist 


a 


k Pr 
(ı + kr) KK Ba Be, FE 


(rı + krs)brı ] 
; 2 we = 0, 


2) E 4 (tı + kus)Prs z 
folglich (Sätze 80’ u. 81’) 


Satz 82: Die koniugierte Involution eines Punktes 
resp. einer Geraden liegt perspektiv zu der koniu- 
gierten Involution seiner Polare resp. ihres Poles !). 


ı) Vgl. R. Böger, Eb. Geom. d. Lage, Leipzig 1900), S. 104 


Be a 


$ 83. Einen Punkt resp. eine Gerade, dessen 
resp. deren koniugierte Involution elliptisch, hyper- 
bolisch, parabolisch ist, nennen wir elliptisch, hyper- 


bolisch, parabolisch. 


Der Ausdruck für die Entscheidung der Art einer 
Geraden ist (Sätze 80’ u. 32) 


(1, Pr,)?— r,Pr,.rz$r, oder — Vrr,V®r,dr.. 


Satz 83: Ein Punkt ist 
hyperbolisch, parabolisch, 
elliptisch, je nachdem für 
zwei beliebige voneinan- 
der verschiedene Gerade |, 


und l, durch diesen Punkt 


VvÄLRVIL I, <o,=0,>0o 


ist. 
S 84. Es ist 


Satz 83’: Eine Gerade ist 
hyperbolisch, parabolisch, 
elliptisch, je nachdem für 


zwei beliebige voneinan- 


der verschiedene Punkte 
r, und r, dieser Geraden 


V1%V®r,®r, <o,=0,>o 


ist. 


— Vrr, VPr,®r, = (1, ®r,)? — r,®r, .r,®r, 
die Diskriminante der Gleichung 


(+x)P (mn +x%) = 0, 


also (Satz 83’) 

Satz 84: Durch einen 
hyperbolischen Punkt ge- 
hen zwei reelle vonein- 
ander verschiedene Tan- 


genten zu der Kurve, 
durch einen parabolischen 
zwei reelle zusammen- 


fallende (er ist ein Kurven- 
punkt), durch einen ellipti- 
schen zwei imaginäre. 


'bolische zwei 


Satz 84 Eine hyper- 
bolische Gerade hat zwei 
reelle voneinander ver- 
schiedene Punkte mit der 
Kurve gemein, eine para- 
reelle zu- 


sammenfallende (sie ist 


‚eine Tangente), eine elli- 


ptische zwei imaginäre. !) 


ı) Vgl, R. Böger, Eb. Geom. d, Lage, Leipzig (1900), 5.122. 


BEN 


S 85. Der Ausdruck für die Entscheidung der 
Art des Poles der Geraden Vrırs ist (Sätze 81’ u. 32) 


(n®r,)? — r,®r, .rz®r, 


— Vr,nV®r,®r,, 
also (Satz 83’) 


Satz 85: Jeder Punkt, Satz 85’: Jede Gerade 
hat eine gleichnamige hat einen gleichnamigen 
Polare. ıPol,') 


S 86. Wollen wir die Tangenten finden, welche 
man im Falle einer krummen Involution aus dem 
Involutionszentrum zu dem Träger ziehen kann, so 
brauchen wir nur die Gleichung (Sätze 72 u. 75) 


(Aa, — 9,102 — a,3Ns) (Y, — 2 kt, + k2%,) u) 


oder 
Ası un ze 2a ı k—aAıs = 0 


in Bezug auf k zu lösen. Die Diskriminante dieser 
Gleichung ist 
2 
ajı + 12951) 


folglich (Sätze 84, 69, 32, 
Satz 86: Das Zentrum 
einer krummen Involution 
ist ein der Involution 
gleichnamiger Punkt. 


& 87. Es sei gegeben 


74 u. 37): 

Satz 86’: Die Achse 
einer krummen Involution 
ist eine der Involution 
gleichnamige Gerade.!) 


eine elliptische Gerade I. 


Dann gilt die Ungleichung (Satz 84’) 


(1). 
Es ist 


l= mvr[K = 


(Naly—4 Rıl.Nsl < 0. 


al 


%) : 


ı) Vel. R. Böger, Eb. Geom. d. Lage, Leipzig (1900), S. 123. 


7 


a” Y Dec 


wo r ein beliebiger nicht mit Nı — Hl N; zu- 
Ns 

sammenfallender Punkt von ! ist.- Wenn wir diesen 

Ausdruck in (1) einsetzen, so bekommen wir 


Yıl 2 ul 


- U 4 
Per ——eR Rn ei 
G Toy er) + me 


oder 
| Kıl 2 Kıl 
(& m er) —4 sl (er)? — Yır.Lsr] <o, 
woraus folgt 
Wıl 
Mil (Laer)? — Yır. %sı] > 0 


oder, mit Rücksicht auf (1), 
(Yar)? — Yır.Ysr > 0. 
Diese Ungleichung lehrt uns, dass. der Punkt t 
hyperbolisch ist (Sätze 72 u. 84). 


. 


Dass der Punkt Yı — Mt N; der Geraden | auch 
hyperbolisch ist können wir daraus schliessen, dass 
die Gleichung 


Kıl | 
(X —2kW%-+k?Yı) & -- — 3) =o0 
Mal 
oder 
Sa a 


zwei reelle Wurzeln besitzt. 

Satz 87: Alle Strahlen Satz 87: Alle Punkte 
eines elliptischen Punktes einer elliptischen Geraden 
sind hyperbolisch. ‚sind hyperbolisch.?) 


!) Vgl. R. Böger, Eb. Geom. d. Lage, Leipzig (1900), S. 124, 


zreethh: 1,1 ee 


Angenommen, wir haben eine hyperbolische Ge- 
rade. Sie liefert mit der Kurve zwei reelle Schnitt- 
punkte 


nzNRtı + kN +Kkı Rs und mn EN Hk + ka N5. 
Die Diskriminante der Gleichung 

(La — kB + Kk2%)(rı + kr) = 0 oder (Ps —2k% + 
+k) (Gut) = 0 


1st 


—— k’(kı—ka)? oder = 2 (kı—ks)*. 


Das Zeichen dieser Diskriminante hängt also nur 
von dem Zeichen von k’ ab. Für k? = o, & ist die 
Diskriminante gleich null. 


Satz 88: Jeder hyper-| Satz 88’: Jede hyperbo- 


bolische Punkt besitzt un- 
endlich vielehyperbolische 
Strahlen, unendlich viele 
elliptische und zwei para- 
bolische, nämlich die bei- 
den Tangenten zu der 
Kurve. 
8 88. 


lische Gerade besitzt un- 
endlich viele hyperboli- 
sche Punkte, unendlich 
viele elliptische und zwei 
parabolische, nämlich die 
beiden Schnittpunkte mit 
der Kurve. 


Angenommen, wir haben eine parabolische 


Gerade |, d. h. eine Tangente. Nehmen wir einen 
beliebigen Punkt r dieser Geraden und durch diesen 
eine beliebige von I verschiedene Gerade lı. Der 
Ausdruck für die Entscheidung der Art des Punktes 
r ist also (Satz 83) 


Yurvolbi = (LdN):. 


Dieser Ausdruck ist immer negativ und nur dann 
ist er null, wenn Iı durch &f, d. h. durch den Be- 
rührungspunkt von I, hindurchgeht, dann fällt aber 
v mit %1l zusammen. 
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‚Satz 89: Jeder Strahl | Satz 89: Jeder Punkt 
eines parabolischen Punk- einer parabolischen Gera- 
den ist hyperbolisch, mit 
3 Ausnahme des Berührungs- 
Ausnahme der Tangente, punktes, welcher parabo- 
welche parabolisch ist. lisch ist, 

& 89. Drei voneinander verschiedene Punkte r; 
(ii =1, 2, 3) derart, dass je zwei von ihnen in der Pola- 
re des dritten Punktes liegen, bilden ein sg. Pol- 
dreieck. | 

Um ein Poldreieck zu bekommen, nehmen wir einen 
Eckpunkt rı beliebig, dann nehmen wir den zweiten 
Eckpunkt 13 beliebig in der Polare des ersten, d.h. 
in ®rı; der dritte Eckpunkt tz wird dann V®rn®r 
sein. 

Ist es möglich, dass eine Ecke eines Poldreiecks 
parabolisch ist? Nein, denn sei etwa r, parabolisch, 
so ist ®r, die Tangente daselbst (Sätze 84 u. 54"), 
die Polare jedes Punktes von ®r, geht durch r, hin- 
durch (Satz 52°), esist also V®r,®r3z = mr,, d. h. der 
Punkt 13 fällt mit vr, zusammen, wir haben hier also 
eigentlich kein Dreieck. 

Angenommen, es sei ein Poldreieck mit den Ecken 
H2(G0=.1.2,3) gegeben. 

Ist r, elliptisch, dann ist es auch ®r, (Satz 85), 
folglich sind r3 und ı3 hyperbolisch (Satz 87’). 

Ist x, hyperbolisch, so kann rz entweder elliptisch 
oder hyperbolisch sein; wenn ra elliptisch ist, so ist 
rs hyperbolisch; wenn dagegen 1, auch hyperbolisch 
ist, so haben wir (Sätze 85 u. 83’) 


tes ist hyperbolisch, mit 


Vrz V®n®dr;, <o und Ve VPrPrı < 0 
oder | 
B®r.13®r3s <o und mPn.rB®rz < 0, 


woraus folgt 


101 
Hr .rsdrs > 0 oder Vrur Vu dr; —>:0, 


also ist rs, folglich auch 5, elliptisch. 

Satz 90: Von den drei Ecken eines Poldreiecks 
ist eine Ecke elliptisch, die beiden anderen sind 
hyperbolisch ; dasselbe gilt für die Seiten. t) 

S$ 90. Drei ein Oktant bildende Zentren eines 
Erzeugnisses zweier projektiven (n. persp. u. n. konl. 
resp. konz.) Grundgebilde erster Stufe bilden ein Pol- 
dreieck, folglich ist ein Zentrum elliptisch, die bei- 
den anderen sind hyperbolisch. Bezeichnen wir diese 
drei Zentren mit 1„, ty und try. Der Ausdruck für 
die Entscheidung der Art der Geraden Vr,r,, also 
auch des Punktes r,, ist 


Vrr. vor .oDr SS. 


Wenn also S, und S, gleiche Zeichen haben, so 
ıst r„ elliptisch, wenn dagegen verschiedene, so ist 
tw hyperbolisch. Weil nun S; und S; der Voraus- 
setzung nach gleiche Zeichen besitzen (& 61), so ıst 
ts elliptisch, dagegen sind rı und 18 hyperbolisch. 

Satz 91: Von den Zentren eines Erzeugnisses 
zweier projektiven (n. persp. u. n. konl. resp. konz.) 
Grundgebilde erster Stufe ist rs elliptisch, alle an- 
deren sind hyperbolisch. 

Die Gerade Vr,ry geht durch den Pol r, der Ge- 
raden Vrut,, also 

Satz 92: Zwei durch | Satz 92’: Zwei in einer 
T 


ein Zentrum gehende zu- 
einander senkrecht stehen- 
de Achsen bilden ein Strah- 


lenpaar der koniugierten koniugierten 
Involution dieses Zentrums. 


Achse liegende um „ von- 
einander entfernte Zentren 
bilden ein Punktpaar der 
Involution 


dieser Achse. 


) Vgl. R. Böger, Eb. Geom. d. Lage, Leipzig (1900), S. 124. 


8& 91. Geht eine Senkrechte zu einer Geraden 
durch den Pol der Geraden, so heisst diese Senkrechte 
der koniugierte Lot der Geraden. 

Jeder Punkt besitzt eine koniugierte Strahlenin- 
volution, in jeder Strahleninvolution gibt es ein Paar 
zueinander senkrechter Strahlen (Sätze 25’ u. 45), 
folglich gehen durch jeden Punkt zwei einander 
koniugierte Lote. 

Aus der Definition des koniugierten Lotes einer 
Geraden folgt direkt 

Satz 93: Der koniugierte Lot einer Geraden | 
ist Vidl. 

Aus diesem Satze folgt weiter 

Satz 94: Die koniugierten Lote aller Strahlen 
eines Strahlenbüschels erster Ordnung Iı + k Is sind 
genau die Verbindungsgeraden der entsprechenden 
Punkte zweier projektiven Punktreihen ı + kl» und 
U + kV',, sie bilden alsc einen Strahlenbüschel zwei- 
ter Ordnung; die von diesem Strahlenbüschel umhüllte 
Kurve nennt man die dem Punkte Vll; zugeordnete 
Steiner’sche Parabel; ihre Gleichung ist 


| Ih Ile | 
al 


Der Gleichung der Steiner’schen Parabel genügt 
der Vektor jeder Achse (Satz 61), wir haben also 

Satz 95: Die Achsen sind Tangenten jeder Stei- 
ner’schen Parabel. ?) 

S 92. Wenn das Zentrum des Strahlenbüschels 
+ kla in einer der Achsen, etwa r;, liegt, so können 
wir diesen Strahlenbüschel in der Form + kl% 
darstellen; die Gleichung der ihm zugeordneten Stei- 
ner'schen Parabel ist (Sätze 94 u. 61) 


2) Vel. R. Böger, Eb. Geom. d. Lage, Leipzig (1900), S. 155. 
2) Vgl.R. Böger, Eb. Geom. d. Lage, Leipzig (1900), S. 156. 
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sie zerfällt also in das Punktpaar 


a 
K und.dls- ln; 
S. 
weıl nun 
a a a 
T; «! iz ee (’s = (’s es hr, P; N 
i (d 2 5 ) S. ; $ 


T 


ist, so sind die beiden letzten Punkte um , 
ander enfernt. 

Satz 96: Die einem Punkte Vr;l’; der Achse vi 
zugeordnete Steiner’sche Parabel zerfällt in das 
 Punktpaar 


vonein- 


a 


ae 
Sr? 


r; und br, = 
dessen Punkte um % voneinander entfernt sind. !) 
Im Falle eines Kreises liegt jeder Punkt der 
Kugelfläche in einer Achse (weil jede durch das 
getrennt liegende Zentrum gehende Gerade eine 
Achse ist), folglich zerfällt die jedem Punkte der 
Kugelfläche zugeordnete Steiner’sche Parabel in ein 
Punktpaar, das aus einem Zentrum r;, das in der 
Geraden der Zentren liegt, und dem Punkte bl’, — 
a >: 
ER la besteht; weil aber für jedes Zentrum r, 
i 
das in der Geraden der Zentren liegt, die Gleichung 
a a 
rw - Al) ı la - th =o 
(4 S; ) SQ S. 


i i 


eilt, so fällt der Punkt dl, — = ; mit dem ge- 


trennt liegenden Zentrum zusammen. 


) Vgl. R. Böger, Eb. Geom. d. Lage, Leipzig (1900), 8. 155. 
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Satz 97: Im Falle eines Kreises zerfällt die je- 
dem Punkte der Kugelfläche zugeordnete Steiner’- 
sche Parabel in ein Punktpaar, das aus dem ge- 
trennt liegenden Zentrum und einem Punkte der 
Geraden der Zentren besteht. !) 

S 93. Der dem Punkte VI, zugeordnete Stei- 
ner’'sche Strahlenbüschel zweiter Ordnung schneidet 
in jeder Achse eine Punktreihe aus, welche der 
Punktreihe Iı + kl» projektiv ist (Sätze 94, 95 u. 50). 
Weil aber die Punktreihe Iı + kl» dem Strahlenbü- 
schel ı + kl» projektiv ist und der Strahlenbüschel 
ı +kls in jeder Achse eine zu ihm perspektive 
Punktreihe ausschneidet (wenn natürlich die betref-" 
fende Achse dem Strahlenbüschel , 4 kl» nicht an- 
gehört), so sind die beiden Punktreihen, welche der 
Strahlenbüschel Iı +kIs und der ihm zugeordnete 
Steiner’sche Strahlenbüschel zweiter Ordnung in ei- 
ner Achse rt, ausschneidet, einander projektiv. Die- 
se Punktreihen sind 


Ver (h +kls) und Vnv(i + kb) bl + kl). 
Wählen wir nun zwei Zahlen m und n so, dass 
(2. Vrulavhdb+nvedß)=Vr,v(lils)blı + le) 


sei, so können wir dann unsere beide. projektive 
Punktreihen in der Form 


Vry(lı +kle) und Vr, (mvlıdlı + knvlsdle) 
darstellen (Satz 14). Wenn wir aus der Gleichung 
(2) m und n berechnen und dann aufeinander divi- 
dieren, so bekommen wir 
nel 


nal: 


!) Die Gleichung der dem getrennt liegenden Zentrum 
zugeordneten Steiner’schen Parabel ist identisch erfüllt. 
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also können unsere projektive Punktreihen in der 
Form 


vr, (li 2 kls) und Vr (tula.vlublı Se krulı. vledbls) 


dargestellt werden. Löst man nun a,, und «,, aus 
den Gleichungen 


Vrua, „ta, sl) =rul,.Vrovi,dl, und Vru(a;, ta, .l)= 
— ul: Vruvizbl, 


auf, so überzeugt man sich, dass «,, = — a, Ist, fol- 
glich sind unsere Punktreihen involutorisch (Satz 37). 

Nehmen wir im Strahlenbüschel ı +kIs den Strahl, 
der durch ein Zentrum r, geht, d. h. den Strahl 
Vryvils; der koniugierte Lot dieses Strahles ist r,; 
in unseren involutorischen Punktreihen entspricht 
also dem Punkte r, der Punkt r„ (es sind r,, tr und 
ty drei ein Oktant bildende Zentren). Nehmen wir 
nun statt des Strahlenbüschels Iı + kle einen ande- 
ren Yı+kl’,, so bekommen wir wieder in der Achse 
r„ zwei involutorische Punktreihen, in welchen auch 
dem Punkte t, der Punkt r„ entspricht. Dem Strah- 
le Vvlılavl'ıl’s entspricht in beiden Steiner’schen 
Strahlenbüscheln zweiter Ordnung ein und derselbe 
Strahl, folglich fällt in beiden Paaren involutorischer 
Punktreihen noch ein Paar entsprechender Elemen- 
te zusammen, also fallen beide Imvolutionen iden- 
tisch zusammen (Satz 39). 

Wie also auch der Strahlenbüschel Iı + kls sein 
möge bekommen wir in jeder Achse eine und nur 
eine bestimmte Involution, welche wir fokale Invo- 
lution nennen. | 

Satz 98: In jeder Achse r, gibt es eine und nur 
eine folale Involution 


Vruli +kls) und Vrultals.vlı uf, +kr,lı .vla bla), 
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wo Iı und ls zwei beliebige voneinander verschiede- 
ne Geraden sind, die sich nicht in einem Punkte 
von r, schneiden. !) 

Satz 99: Die Zentren r, und r„ bilden ein Paar 
entsprechender Punkte der fokalen Involution der 
Achse r.- 

8 94. Wir nennen die Doppelpunkte einer foka- 
len Imvolution die Brennpunkte. Es gibt also in 
jeder Achse ein Paar der Brennpunkte. Wir wollen 
jetzt alle Brennpunkte untersuchen. 

Seien In; Iy, tw die Einheitsvektoren dreier ein 
Oktant bildenden Zentren in. der Reihenfolge ge- 
nommen, dass 


Yo ru Na ee 
ist. Nehmen wir eine Achse, etwa r.. Die Punkte 
try, und 1, % = Vrlı und r', = Vrvlblı 


bilden zwei Paare entsprechender Punkte der foka- 
len Involution dieser Achse. 


Es ıst 


tietot =(} aa 
(Artwto 0) S..837 


Iy hı A Dir Su— Sr 
ar 

Sind S,, S, und S,„ voneinander verschieden und 
besitzt S, mit S, und S,„ entgegengesetztes Zeichen, 
so ist die Involution elliptisch (Satz 43); besitzt S, 
dagegen etwa mit S, gleiches, mit S„ aber entge- 
gengesetztes Zeichen, so ist die Involution hyperbo- 
lisch wenn ,S, > 8,| und elliptisch wenn 8, < 
Sy. set, 


1) Vgl. R. Böger, Eb. Geom. d. Lage, Leipzig (1900), S. 156. 
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Ist S, — S,, d. h. haben wir einen Kreis, so ist 
die Involution parabolisch. Der Punkt r'% fällt jetzt 
mit dem Punkte r„ zusammen, weil 


{ il 
Et, = ıaı Yulı she (< Bi 2) = oO 
u V 


ist. Es entspricht also sowohl dem Punkte r, wie 
auch dem Punkte r, der Punkt r„, folglich fallen 
beide Doppelpunkte unserer parabolischen Involution 
mit dem Punkte ıw, d. h. mit dem getrennt liegen- 
den Zentrum des Kreises, zusammen (Satz 42). 

Ist S, = S„, so kommen wir zu demselben Resul- 
tate wie im vorigen Falle. 

Ist dagegen S,=S,, so ist die Involution elliptisch. 

Satz 100: Im Falle, wenn das Erzeugnis zweier 
projektiven (n. persp. u. n. konl. resp. konz.) Grund- 
gebilde erster Stufe drei voneinander verschiedene 
Zentren besitzt, sind. von den sechs Brennpunkten 
nur zwei reel, nämlich die in der der beiden hyper- 
bolischen Achsen liegenden, für welche S grösser in 
absolutem Werte ist; im Falle eines Kreises sind 
die Brennpunkte, welche in der Geraden der Zentren 
liegen, imaginär, dagegen alle anderen sind reell 
und fallen mit dem getrennt liegenden Zentrum des 
Kreises zusammen.!) 


1) Vgl. R. Röger, Eb. Geom. d. Lage, Leipzig (1900), S. 187. 
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